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Produit eulérien motivique et ourbes rationnelles sur les
variétés toriques
Motivi Euler produt and rational urves on tori
varieties
David Bourqui
Abstrat
We study the asymptotial behaviour of the moduli spae of morphisms of given
antianonial degree from a rational urve to a split tori variety, when the degree goes to
innity. We obtain in this ase a geometri analogue of Manin's onjeture about rational
points of bounded height on varieties dened over a global eld. The study is led through
a generating series whose oeients lie in a Grothendiek ring of motives, the motivi
height zeta funtion. In order to establish onvergene properties of this funtion, we
use a notion of eulerian motivi produt. It relies on a onstrution of Denef and Loeser
whih assoiates a virtual motive to a rst order logi ring formula.
Nous étudions le omportement asymptotique de l'espae des modules des mor-
phismes de degré antianonique donné d'une ourbe rationelle vers une variété torique
déployée, lorsque e degré tend vers l'inni. Nous obtenons dans e as un analogue
géométrique de la onjeture de Manin sur le nombre de points de hauteur bornée des
variétés dénies sur un orps global. L'étude se fait via une série génératrie à oeients
dans un anneau de Grothendiek de motifs, la fontion zêta des hauteurs motivique.
An d'établir des propriétés de onvergene de ette fontion, nous utilisons une notion
de produit eulérien motivique, laquelle repose sur la onstrution de Denef et Loeser
permettant d'assoier un motif virtuel à une formule logique du premier ordre dans le
langage des anneaux.
1. Introdution
Soit k un orps, C une ourbe projetive, lisse et géométriquement intègre dénie sur k, et V une
variété projetive et lisse dénie sur k. On xe un faiseau L sur V dont la lasse dans le groupe de
Néron-Severi est située à l'intérieur du ne eetif.
Si le orps k est ni, un problème naturel est d'étudier le omportement asymptotique du nombre
de morphismes de C vers V de L-degré donné quand e degré tend vers l'inni. Ce problème est
l'analogue géométrique du problème arithmétique du omptage asymptotique du nombre de points de
hauteur bornée sur une variété dénie sur un orps de nombres. Conernant es deux problèmes, une
série de questions a été soulevée par Manin et ses ollaborateurs vers la n des années 1980, lesquelles
ont depuis été étudiées pour de larges lasses de variétés, notamment dans le as arithmétique. Le
leteur pourra se reporter à [Pey02℄ et [Pey03b℄ pour plus de préisions et un état des lieux sur la
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question en 2001, ainsi qu'à [Bro07℄ pour une desription de progrès plus réents dans le as des
surfaes.
Si le orps k est quelonque, on peut plus généralement s'intéresser au omportement asympto-
tique de la variété paramétrant les morphismes de C vers V de L-degré donné quand e degré tend
vers l'inni. On peut par exemple essayer d'estimer le omportement asymptotique de la dimension
et du nombre de omposantes géométriques irrédutibles de es espaes de modules. Une autre fa-
çon de onevoir le problème est d'étudier une série génératrie assoiée qui est à oeients dans
l'anneau de Grothendiek des variétés (ou des motifs) sur k, et qui, lorsque le orps de base est ni,
se spéialise sur la fontion zêta des hauteurs lassiques. Nous renvoyons à la sous-setion 4.3 pour
une formulation plus préise des questions qu'il semble légitime de se poser dans e as de gure.
Signalons que nombre de es questions sont dûes à Peyre.
Dans e texte, nous étudions es questions pour les variétés toriques déployées. Les prinipaux
résultats obtenus sont rassemblés dans l'énoné suivant.
Théorème 1.1. Soit k un orps et V une variété torique déployée sur k, supposée projetive et
lisse. Soit U son orbite ouverte. Pour tout entier d > 1, on note U0,d la variété quasi-projetive
paramétrant les k-morphisme P1k → V dont l'image renontre U et de degré antianonique d.
i) Soit m > 1 un entier. On suppose que V est la m-ème surfae de Hirzebruh. Alors la série
(1 + LT ) (1 + LT + L2 T 2 + · · ·+ Lm+1T m+1) (1 − LT )2
(∑
d>1
[U0,d] T
d
)
est un polynme à oeients dans l'anneau de Grothendiek des k-variétés, dont la valeur en
L−1 est L 2 (1− L−2)2.
ii) On suppose le orps k de aratéristique zéro. La série
(1− LT )rg(Pic(V ))
(∑
d>1
χ(
[
UL0,d
]
)T d
)
(à oeients dans l'anneau des motifs virtuels) onverge en T = L−1 vers
α∗(V )L dim(V )
(
1
1− L−1
) rg(Pic(V ))
exp
∑
n>1
Ψχn(P
1) log
(
(1− L−n)rg(Pic(V ))
Φχn(V )
L−n dim(V )
)
(1.1)
Préisons les notation utilisées (f. la sous-setion 2.1.1). On désigne par [X] la lasse d'une k-
variété X dans l'anneau de Grothendiek des variétés et, si k est de aratéristique zéro, par χ([X])
son image dans l'anneau de Grothendiek des motifs de Chow. Le symbole L désigne indiéremment[
A1
]
ou χ(
[
A1
]
). La onvergene s'entend au sens de la topologie dénie par la ltration dimen-
sionnelle, employée initialement dans la théorie de l'intégration motivique. Les familles de motifs
virtuels (Ψχn(P1))n>1 et (Φ
χ
n(V ))n>1 sont dénies à la sous-setion 2.3 ; on peut les voir omme des
inarnations motiviques des notions de nombre de points fermés de degré n et de nombre de points
rationnel à valeurs dans une extension de degré n d'une variété sur un orps ni. De ette façon (1.1)
peut s'interpréter omme un analogue motivique de la onstante de Peyre intervenant (au moins
onjeturalement) dans l'expression asymptotique du nombre de points de hauteur bornée sur les
variétés de Fano. L'invariant α∗(V ) apparaissant dans (1.1) est déni à la sous-setion 4.3.
Signalons que Peyre a démontré un résultat similaire au théorème 1.1 lorsque V est une variété
de drapeaux, la ourbe C étant de genre quelonque (f. [Pey04℄).
Les ingrédients de la démonstration du théorème 1.1 sont des versions motiviques de eux que
nous avons utilisés dans [Bou03a℄ pour aluler la fontion zêta des hauteurs d'une variété torique
déployée dénie sur un orps global de aratéristique non nulle. Ce sont :
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i) le lemme 5.16, qui expliite la variété paramétrant les morphismes d'une ourbe rationnelle
vers une variété torique déployée à l'aide de la desription de Cox du fonteur des points d'une
telle variété (f. [Cox95a℄). Ce lemme est une version géométrique du lemme 2 de [Bou03a℄,
lui-même inspiré de la méthode utilisée par Salberger sur les orps de nombres dans [Sal98℄.
Dans tout ei, l'utilisation du torseur universel au-dessus d'une variété torique déployée joue
un rle essentiel.
ii) une formule d'inversion de Möbius motivique, version motivique de la formule d'inversion utili-
sée dans [Bou03a℄, elle-même adaptée des formules d'inversion utilisées par Peyre et Salberger
dans le adre de la version arithmétique des onjeture de Manin.
iii) une notion de  produit eulérien motivique  qui nous permet de démontrer des propriétés de
onvergene de la série génératrie assoiée à la formule d'inversion en question, et de donner
une interprétation du terme prinipal de la fontion zêta similaire à l'interprétation en termes
de nombre de Tamagawa dans le as lassique. Nous faisons ii usage de la onstrution de
Denef et Loeser permettant d'assoier anoniquement un motif virtuel à une formule logique
du premier ordre.
Nous dérivons à présent l'organisation de l'artile.
Dans la setion 2, après quelques rappels, nous présentons la notion de produit eulerien motivique
et démontrons notamment que la fontion zêta de Hasse-Weil motivique s'érit sous forme d'un
produit eulérien motivique.
Dans la setion 3, nous introduisons des fontions d'inversions de Möbius motiviques et montrons
que les séries génératries assoiées s'érivent sous forme d'un produit eulérien motivique, e qui
permet d'en dégager des propriétés de onvergene.
Dans la setion 4, nous dénissons la fontion zêta des hauteurs motivique et préisons quelques
questions permettant d'esquisser une version motivique des onjetures de Manin.
Enn, dans la setion 5, nous dérivons la variété des morphismes de degré donné de P1 vers une
variété torique déployée. Utilisant une fontion de Möbius adéquate et les résultats de la setion 3,
nous en déduisons la démonstration du théorème 1.1. Cei montre que ertaines des questions de la
setion 4 ont une réponse positive dans le as d'une variété torique déployée.
Remeriements
Je remerie Emmanuel Peyre et Antoine Chambert-Loir pour d'utiles disussions. Je remerie
François Loeser de m'avoir indiqué la référene [GZLMH04℄.
2. Fontion zêta de Hasse-Weil et produit eulérien motivique
2.1 Quelques rappels et dénitions
2.1.1 Anneaux de Grothendiek de variétés et de motifs Soit k un orps. On note Mk l'anneau
de Grothendiek de la atégorie des variétés dénies sur k (f. [And04, 13.1.1℄). Si X est une telle
variété, on note [X] sa lasse dans Mk. On note L =
[
A1k
]
la lasse de la droite ane et Mk,lo =
Mk
[
L−1
]
. Si le orps k est ni de ardinal q, l'appliation qui à un k-shéma X de type ni assoie
le nombre de points k-rationnels de X induit un morphisme d'anneau #k : Mk,lo → Z
[
q−1
]
. On
munit Mk,lo de la ltration dimensionnelle introduite par Kontsevith dans le adre de la théorie
de l'intégration motivique : pour m ∈ Z, FmMk,lo désigne le sous-groupe de Mk engendré par les
éléments de la forme L−i[V ], où V est une k-variété et i et V vérient i− dim(V ) > m. On dénit
le omplété assoié
M̂k
déf
= lim
←−
Mk,lo/F
mMk,lo.
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On note Mk,Q = Mk ⊗ Q, Mk,lo,Q = Mk,lo ⊗ Q, F
mMk,lo,Q = F
mMk,lo ⊗ Q et M̂k,Q =
lim
←−
Mk,lo,Q/F
mMk,lo,Q.
Soit K0(CHMotk) l'anneau de Grothendiek de la atégorie motifs de Chow à oeients ration-
nels dénis sur k (f. [And04, Chapitre 4 et 13.2.1℄). Si M est un motif, on note [M ] sa lasse dans
K0(CHMotk). Si k est de aratéristique zéro, il existe un unique morphisme χ : Mk → K0(Motk)
tel que la lasse [X] d'une variété X projetive et lisse sur k s'envoie sur la lasse du motif de Chow
de X (f. [GS96, Theorem 4℄ ainsi que [GNA02℄ et [Bit04℄). Nous désignerons par Mχk l'image de
Mk par e morphisme. On notera L en lieu et plae de χ(L). On note M
χ
k,lo = M
χ
k [L
−1], F •χ la
ltration image de F
•
par χ et M̂χk = lim←−
Mχk,lo/F
m
χ M
χ
k,lo. On dénit de manière analogueM
χ
k,Q,
Mχk,lo,Q, F
mMχk,lo,Q et M̂
χ
k,Q .
Soit X une k-variété quasi-projetive. Pour tout n > 1, on note X<n> la puissane symétrique
n-ème de X. Suivant Kapranov (f. [Kap00℄), on dénit
ZmotX (T )
déf
=
∑
n>0
[
X<n>
]
T n ∈ Mk[[T ]].
Si k est ni, #k(Z
mot
X ) est la fontion zêta de Hasse-Weil lassique de X. Pour un orps de base
quelonque, ZmotX (T ) est baptisée fontion zêta de Hasse-Weil motivique. Par exemple, si X = P
1
,
on a pour tout n > 0
(
P1
)<n> ∼
→ Pn d'où ZmotP1 (T ) =
1
(1−T )(1−L T ) . En genre supérieur, on a le
résultat suivant dû à Kapranov (f. [Kap00, Theorem 1.1.9℄ et [LL04, Theorem 3.7℄)
Théorème 2.1. Soit C une k-ourbe projetive, lisse, géométriquement intègre, de genre g, et telle
que Pic1(C)(k) soit non vide. Il existe alors un polynme PC à oeients dans Mk de degré 2 g tel
que
(1− T )(1− LT )Zmot
C
(T ) = PC(T ). (2.1)
2.1.2 Motif virtuel assoié à une formule Conernant les rappels qui suivent, on renvoie à
[DL01℄, [DL02℄ et [Ni07℄ pour plus de détails. Dans e texte, on appelle formule à oeients
dans k (voire formule si le orps k est lairement indiqué par le ontexte) une formule du premier
ordre dans le langage des anneaux à oeients dans k. Pour toute formule ϕ à oeients dans k
en n variables libres et toute extension K de k on notera ϕ(K) le sous-ensemble de Kn onstitué des
éléments de Kn satisfaisant ϕ. Si X est une variété quasi-ane dénie sur k, on appellera formule
sur X toute formule à oeients dans k en n variables libres de la forme ϕ ∧ ϕX où ϕ est une
formule en n variables libres et ϕX une formule dénissant les équations d'un plongement de X dans
l'espae ane An.
Un orps pseudo-ni est un orps parfait, pseudo-algébriquement los et admettant dans une
lture algébrique xée une unique extension de degré n pour tout n > 1.
Soit d > 1 et ϕ, ψ des formules à oeients dans k en les variables libres (x1, . . . , xm) et
(y1, . . . , yn) respetivement. On dit que ϕ est un d-revêtement de ψ s'il existe une formule θ en
les variables libres (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) telle que pour tout orps pseudo-ni K ontenant k,
l'ensemble θ(K) ⊂ Kn × Km est le graphe d'une appliation d pour 1 de ϕ(K) sur ψ(K). Deux
formules sont dites logiquement équivalentes si l'une est un 1-revêtement de l'autre.
On note K0(PFFk) l'anneau de Grothendiek de la théorie des orps pseudo-nis sur k. Son
groupe sous-jaent est engendré par les symboles [ϕ], où ϕ est une formule à oeients dans k.
Ces générateurs satisfont les relations [ϕ] = [ψ] si ϕ et ψ sont logiquement équivalentes et [ϕ ∨ ψ] +
[ϕ ∧ ψ] = [ϕ]+[ψ] si ϕ et ψ ont les mêmes variables libres. Le produit est déni par [ϕ] [ψ]
déf
= [ϕ ∨ ψ]
pour toutes formules ϕ et ψ ayant des ensembles de variables libres disjoints.
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Théorème 2.2. Soit k un orps de aratéristique zéro. Il existe un unique morphisme d'anneaux
χ
form
: K0(PFFk) −→M
χ
k,Q (2.2)
qui envoie la lasse d'une formule qui est une onjontion d'équations polynmiales sur la lasse de
la variété ane dénie par es équations et qui satisfait pour toutes formules ϕ et ψ telles que ϕ est
un d-revêtement de ψ la relation
χ
form
([ϕ]) = dχ
form
([ψ]) . (2.3)
Remarque 2.3. Soient X et Y des variétés anes normales irrédutibles et X → Y un revêtement
galoisien étale de groupe G. Pour tout sous-groupe ylique C on note ϕX,Y,C une formule sur Y
telle que, pour tout orps pseudo-ni K ontenant k, ϕX,Y,C(K) s'identie à l'ensemble des éléments
de Y (K) qui se relèvent à un élément de (X/C)(K) mais pas à un élément de (X/D)(K) pour tout
sous-groupe strit D de C, en d'autre termes qui admettent C omme groupe de déomposition dans
le revêtement X → Y . Une telle formule est appelée formule galoisienne. La relation (2.3) entraîne
alors la relation
χ
form
([ϕX,Y,C ]) =
|C|
|NG(C)|
χ
form
([
ϕX,X/C,C
])
. (2.4)
Denef et Loeser ont démontré l'existene et l'uniité d'un morphisme χ
form
vériant la relation (2.4)
pour toute formule galoisienne (f. [DL02, Theorem 2.1℄). Le fait qu'un tel morphisme vérie en outre
la ondition (2.3) est énoné sans preuve dans [Hal05℄. Cette propriété est démontrée (et étendue à
un adre relatif) par Niaise dans [Ni07℄ (f. notamment le lemme 8.5). Pour une démonstration
élémentaire du fait que la relation (2.4) entraîne la relation (2.3), on peut onsulter [Bou08b℄.
2.2 Produit eulérien motivique : première approhe
On herhe un analogue motivique de la déomposition de la fontion zêta de Hasse-Weil lassique
en produit eulérien. Soit k un orps. On dénit pour toute k-variété quasi-projetive X une famille
(Φn(X))n>1 d'éléments de Mk par la relation∑
n>1
Φn(X)T
n = T
d
dT
logZmotX (T ) (2.5)
et une famille (Ψn(X))n>1 d'éléments de Mk,Q par les relations
∀n > 1, Φn(X) =
∑
d|n
dΨd(X). (2.6)
Lemme 2.4. Soit k un orps et X une k-variété quasi-projetive.
i) On suppose k ni. Pout tout n > 1, #kΦn(X) (respetivement #kΨn(X)) est le nombre de
points de X à valeurs dans une extension de degré n de k (respetivement le nombre de points
fermés de degré n de X).
ii) On a Φ1(X) = Ψ1(X) = [X].
iii) Pour tout n > 1, on a la relation
Φn(X) =
n∑
k=1
(−1)k+1
n
k
∑
(m1,...,mk)∈(N>0)
k
m1+···+mk=n
k∏
i=1
[
X<mi>
]
. (2.7)
iv) Pour tout n > 1, Φn(X) et Ψn(X) appartiennent à F
−n dim(X)Mk,lo,Q.
v) Pour tout d > 1 et tout n > 1, on a Φn(A
d) = Ln d.
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vi) On a la relation
ZmotX (T ) = exp
∑
n>1
Ψn(X) log
(
1
1− T n
) . (2.8)
Démonstration. Le fait que #kZ
mot
X oïnide ave la fontion zêta de Hasse-Weil lassique et les
propriétés standards d'ielle montrent le point i. Le point ii déoule immédiatement des dénitions
et le point iii d'un alul élémentaire. Le point iv se déduit du point iii et des relations (2.6). Le
point v déoule du fait qu'on a pour tout n > 1 la relation
[(
Ad
)<n>]
= Lnd (f. [Göt01, Lemma
4.4℄). Le point vi déoule des dénitions par un alul standard.
La relation (2.8) peut être vue omme une déomposition en  produit eulérien motivique . On
peut généraliser ainsi ette notion : si P est un élément de Mk,Q[[T ]] vériant P (0) = 1 on dénit
le produit eulérien motivique assoié omme étant
ΠmotX,P (T )
déf
= exp
∑
n>1
Ψn(X) log(P (T
n))
 ∈Mk,Q[[T ]].
2.3 Produit eulérien motivique : seonde approhe
L'approhe de la setion préédente nous semble limitée dès qu'il s'agit de montrer que d'autres
séries que la fontion zêta de Hasse-Weil motivique (telles que elles étudiées à la setion 3) s'érivent
sous forme d'un produit eulérien motivique. Si k est de aratéristique zéro, on peut utiliser le
théorème 2.2 pour donner une dénition naturelle de la familles (Ψn(X)) en tant qu'éléments de
Mχk,Q. Compte tenu de nos objetifs, ette dénition s'avèrera beauoup plus maniable.
2.3.1 Constrution
Notations 2.5. Soit k un orps. Soit n > 1 un entier. Pour toute k-variété quasi-projetive X, on note
(Xn)0 l'ouvert de X
n
onstitué des n-uplets d'éléments deux à deux distints, et (X<n>)0 l'ouvert
de X<n> image de (Xn)0 par le morphisme naturel X
n → X<n>. Ce dernier morphisme induit un
revêtement galoisien étale (Xn)0 → (X
<n>)0 de groupe Sn.
Soit k un orps, X une k-variété ane et irrédutible et n > 1. On note πn le Sn-revêtement
étale (Xn)0 → (X
<n>)0, σn un n-yle de Sn et ψn(X) une formule sur X
<n>
telle que, pour tout
orps pseudo-ni K ontenant k, ψn(X)(K) est l'ensemble des éléments de X
<n>(K) qui sont dans
(X<n>)0 (K) et admettent un groupe de déomposition dans (X
n)0 → (X
<n>)0 engendré par σn.
Ce dernier ensemble s'identie naturellement à l'ensemble des points fermés de degré n sur XK .
L'expression de la formule ψn(X) dépend du hoix du plongement de X dans un espae ane,
mais l'existene d'un k-isomorphisme entre deux tels plongements montre que ψn(X)
déf
= [ψn(X)] ne
dépend que de la lasse d'isomorphisme de X.
Lemme 2.6. Soit U un ouvert ane de X et F = X \ U . On a, pour tout n > 1,
ψn(X) = ψn(F ) + ψn(U).
Démonstration. On note πU (respetivement πF ) le morphisme naturel U
<n> → X<n> (respetive-
ment F<n> → X<n>). La formule ψn(X) s'érit alors ψ
′
∨ ψ
′′
, où ψ
′
(respetivement ψ
′′
) est une
formule dont l'interprétation dans un orps pseudo-ni K ontenant k est l'ensemble des éléments
de X<n>(K) qui satisfont ψn(X) et sont dans l'image de πU (respetivement πF ). De tels éléments
sont en bijetion ave l'ensemble des éléments de U<n>(K) satisfaisant ψn(U). Cette bijetion est
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donnée par le k-morphisme de variétés anes πU , et don ψ
′
et ψn(U) sont logiquement équivalentes.
De même ψ
′′
et ψn(F ) sont logiquement équivalentes, d'où le résultat.
Soit X une k-variété quelonque et X = ∪
i∈I
Xi un reouvrement ouvert ane. On pose
ψn(X) =
∑
∅6=J⊂I
ψn
(⋂
i∈J
Xi \
⋃
i/∈J
Xi
)
,
e qui, d'après le lemme 2.6, ne dépend pas du reouvrement hoisi. De e même lemme, on déduit
aussitt le résultat suivant.
Lemme 2.7. Soit X une k-variété, U un ouvert de X et F = X \ U . On a pour tout n > 1
ψn(X) = ψn(U) + ψn(F ).
Corollaire 2.8. Soit n > 1. L'appliation qui à X assoie ψn(X) s'étend en un morphisme de
groupes
ψn : Mk −→ K0(PFFk).
En partiulier, si A est un sous-ensemble onstrutible d'une k-variété, ψn(A) est bien déni. Si
(Ai)i∈I est une famille nie de sous-ensembles onstrutibles d'une variété X sur k, on a
ψn
(
∪
i∈I
Ai
)
=
∑
∅ 6=J ⊂ I
ψn
(
∩
i∈J
Ai \ ∪
i/∈J
Ai
)
=
∑
∅ 6= J ⊂ I
(−1) 1+|J | ψn
(
∩
i∈J
Ai
)
.
Notation 2.9. Soit k un orps de aratéristique zéro. Pour toute k-variété X et tout n > 1, on pose
Ψχn(X) = χ(ψn(X))
et
Φχn(X) =
∑
d|n
d Ψχd (X).
On peut don voir Φχn(X) omme l'image par χ de la lasse d'une hypothétique formule dont
l'interprétation dans tout orps pseudo-ni K ontenant k dénirait l'ensemble des points de X à
valeur dans l'unique extension de degré n de K. De la dénition de Φχn(X) et de [DL01, proposition
3.6.1 et 3.3℄ on déduit d'ailleurs aisément la proposition suivante.
Proposition 2.10. Soir k un orps de type ni sur Q. Soit R un anneau intègre et normal de type
ni sur Z, de orps des frations k. Si x est un point fermé de Spec(R), on note Fx le orps résiduel
en x et Frobx le frobenius en x. Pour toute k-variété X, il existe un élément non nul f de R tel que
pour tout points fermé x de Spec(Rf ) on ait
TrFrobx(Φ
χ
n(X)) = |XFx(Fx,n)| .
2.3.2 Propriétés
Proposition 2.11. Soit k un orps de aratéristique zéro. Soit X une k-variété et U un ouvert de
X. On a pour tout n > 1
Φχn(X) = Φ
χ
n(U) + Φ
χ
n(X \ U).
Si A est un sous-ensemble onstrutible de X, Φχn(A) est bien déni et si (Ai)i∈I est une famille nie
de sous-ensembles onstrutibles de X on a une formule similaire à elle du orollaire 2.8.
Démonstration. Cei déoule de la dénition de Φχn et des propriétés analogues de Ψ
χ
n.
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Proposition 2.12. Soit k un orps de aratéristique zéro. Soit n > 1 un entier. Soit X et Y des
variétés sur k. On a
Φχn(X × Y ) = Φ
χ
n(X)Φ
χ
n(Y ).
Supposons en outre qu'il existe un morphisme X → Y qui est une bration loalement Zariski
triviale de bre Z. On a a alors
Φχn(X) = Φ
χ
n(Y )Φ
χ
n(Z).
L'appliation qui à X assoie Φχn(X) s'étend en un morphisme d'anneaux
Φχn(X) : Mk −→M
χ
k .
Cette proposition déoule de la dénition de Φχn et du lemme 2.14 i-dessous.
Remarque 2.13. Evgeny Gorsky m'a signalé que la proposition 2.12 déoulait du fait (démontré
par [Hei07℄) que la struture de λ-anneau dénie sur l'anneau de Grothendiek des motifs par la
fontion zêta de Hasse-Weil motivique était spéiale. La démonstration proposée ii est de nature
plus arithmétique.
Lemme 2.14. Soit k un orps de aratéristique zéro. Soit X et Y des variétés sur k. Pour tout
n > 1, on a
Ψχn(X × Y ) =
∑
d|n, e|n
d∨e=n
d e
n
Ψχd (X)Ψ
χ
e (Y ).
Démonstration. Grâe au lemme 2.7, en prenant des reouvrements ouverts anes et en stratiant
on peut supposer X et Y anes, normales et irrédutibles.
Dans toute la démonstration, pour tout entier n, on identie Sn au groupe des bijetions de
Z/nZ, et on note σn le n-yle i 7→ i+ 1.
Soit n > 1. Soit d et e des diviseurs de n tels que d∨ e = n. Nous utilisons les notations 2.5. Soit
Zd,e
déf
= (Xd)0× (Y
e)0. L'ation naturelles du groupe Sd×Se sur Zd,e induit un Sd×Se-revêtement
étale
Zd,e −→ (X
<d>)0 × (Y
<e>)0.
Les injetions diagonales (Xd)0 → (X
d)
n
d
et (Y e)0 → (Y
e)
n
e
induisent un morphisme
πd,e : Zd,e −→ (X × Y )
<n>
0 .
On note Cd,e le sous-groupe ylique d'ordre n de Sd ×Se engendré par (σd, σe). Les formules
ψd(X) ∧ ψe(Y ) et ϕZd,e,(X<d>)0×(Y <e>)0,Cd,e sont alors logiquement équivalentes.
Soit Gd,e le sous-groupe maximal de Sd × Se tel que le morphisme πd,e se fatorise à travers
Zd,e/Gd,e. On peut dérire Gd,e de la manière suivante. On note fd (respetivement fe) le morphisme
naturel Z/nZ → Z/dZ (respetivement Z/nZ → Z/eZ). Alors un élément (σ1, σ2) de Sd ×Se est
dans Gd,e si et seulement s'il existe un élément σ de Sn vériant
∀i ∈ Z/nZ,
{
σ1fd(i) = fd(σ(i))
σ2fe(i) = fe(σ(i)).
En d'autres termes, si on identie Z/nZ à un sous-ensemble de Z/dZ×Z/eZ via fd× fe, Gd,e est le
sous-groupe de Sd ×Se onstitué des éléments qui stabilisent Z/nZ. En partiulier Gd,e s'identie
à un sous-groupe de Sn, noté S
d,e
n . Notons que Gd,e ontient Cd,e (l'élément de S
d,e
n orrespondant
à (σd, σe) est σd).
Soit K un orps pseudo-ni ontenant k, K une lture algébrique de K, τ un générateur topo-
logique du groupe de Galois absolu de K, et, pour tout entier d, Kd l'unique extension de degré d de
8
Produit eulérien motivique
K dans K, et K ′d l'ensemble des générateurs de Kd, i.e. l'ensemble des éléments de K dont l'orbite
sous τ est de ardinal d.
Soit z un élément de (X × Y )<n>0 (K) satisfaisant ψn(X × Y ). Cei signie que z s'identie à
un ensemble du type {(τ ix, τ iy)i∈Z/nZ}, où (x, y) est un élément de (X × Y )(K) tel que l'égalité
(τ ix, τ iy) = (x, y) ait lieu si et seulement si n divise i. Soit d et e tels que x ∈ X(K ′d) et y ∈ Y (K
′
e).
On a alors néessairement d ∨ e = n. Le ouple (d, e) est en fait l'unique ouple vériant d ∨ e = n
et tel que z se relève à un point géométrique de Zd,e. Montrons que z se relève en fait à un unique
élément de (Zd,e/Gd,e)(K), et que et élément admet Cd,e omme groupe de déomposition dans le
revêtement Zd,e → Zd,e/Gd,e. L'ensemble des points géométriques de Zd,e qui s'envoient sur z est
l'ensemble des éléments
(
(xj)j∈Z/dZ, (yk)k∈Z/eZ
)
∈ (Xd×Y e)(K) qui vérient la propriété : il existe
un élément µ de Sn tel qu'on ait
∀i ∈ Z/nZ,
{
xfd(i) = τ
µ(i)x
yfe(i) = τ
µ(i)y.
Un tel élément µ est alors néessairement dans Sd,en . On voit don que π
−1
d,e(z) est une orbite sous
Gd,e et on vérie par ailleurs failement qu'elle est stable sous τ . Cei montre que z se relève à un
unique élément de (Zd,e/Gd,e)(K).
Montrons que et élément admet Cd,e omme groupe de déomposition dans le revêtement Zd,e →
Zd,e/Gd,e. Notons
(x,y) =
(
(τ jx)j∈Z/dZ , (τ
ky)k∈Z/eZ
)
∈ π−1d,e(z).
Il sut de montrer que la Cd,e-orbite de (x,y) est τ -stable et que pour tout sous-groupe strit
C ′ de Cd,e la C
′
-orbite de (x,y) n'est pas τ -stable. Cei est immédiat ompte tenu du fait que
(σd, σe)(x,y) = τ.(x,y) et que (σd, σe) engendre Cd,e.
Montrons à présent qu'un élément de (Zd,e/Gd,e)(K) admettant Cd,e pour groupe de déompo-
sition dans le revêtement Zd,e → Zd,e/Gd,e s'envoie par πd,e sur un élément de (X × Y )
<n>
0 (K)
satisfaisant ψn(X × Y ). Un tel élément se relève à un point géométrique ((xj)× (yk)) de Zd,e véri-
ant : il existe un entier l premier à n tel que pour tout (k, j) on a (xj+l, yk+l) = (τ xj, τ yl). Pour
un entier m premier à n onvenable, et élément s'érit don
(
(τ im x)(τkm y)
)
ave x ∈ X(K ′d) et
y ∈ Y (K ′e), et son image dans (X × Y )
<n>
0 est un point K-rationnel satisfaisant ψn(X × Y ).
On note alors θd,e une formule sur (X × Y )
<n>
0 telle que, pour orps pseudo-ni K ontenant
k, θd,e(K) s'identie à l'ensemble des éléments de (X × Y )
<n>
0 (K) qui se relèvent à un élément de
(Zd,e/Gd,e)(K) admettant Cd,e omme groupe de déomposition. Ce qui préède montre que, d'une
part, pour tout (d, e) vériant d ∨ e = n, les formules θd,e et ϕZd,e,Zd,e/Gd,e,Cd,e sont logiquement
équivalentes et d'autre part que les formules (θd,e)d∨e=n forment une partition de ψn(X × Y ).
D'après (2.4) et e qui préède, on a
χ
form
([θd,e]) = χ
form
([ϕZd,e,Zd,e/Gd,e,Cd,e ])
=
|NSd×Se(Cd,e)|∣∣NGd,e(Cd,e)∣∣ χform([ϕZd,e,X<d>0 ×Y <e>0 ,Cd,e ])
=
|NSd×Se(Cd,e)|∣∣NGd,e(Cd,e)∣∣ Ψχd (X)Ψχe (Y ).
Il sut don pour terminer la démonstration de montrer la relation
|NSd×Se(Cd,e)|∣∣NGd,e(Cd,e)∣∣ = den .
Un élément (σ1, σ2) de Sd × Se est dans NSd×Se(Cd,e) si et seulement s'il existe un élément l de
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(Z/nZ)∗ tel que
(σ1, σ2)(σd, σe) = (σd, σe)
l(σ1, σ2)
i.e. si et seulement si on a {
∀j ∈ Z/dZ, σ1(j + 1) = σ1(j) + l
∀k ∈ Z/eZ, σ2(k + 1) = σ2(k) + l.
Un tel élément est ainsi entièrement déterminé par la donnée de l ∈ (Z/nZ)∗ et du ouple (σ1(0), σ2(0)).
Il sera dans Gd,e si et seulement si on a en outre (σ1(0), σ2(0)) ∈ Z/nZ. Ainsi on a
|NSd×Se(Cd,e)| = d e |(Z/nZ)
∗|
et ∣∣NGd,e(Cd,e)∣∣ = n |(Z/nZ)∗| .
On en déduit le résultat annoné.
2.4 Déomposition de la fontion zêta de Hasse-Weil motivique en produit eulerien
motivique
Soit k un orps de aratéristique zéro etX une k-variété quasi-projetive. À partir de la dénition
de Φχn, un alul standard montre la relation
exp
∑
n>1
Φχn(X)
n
T n
 = exp
∑
n>1
Ψχn(X) log
(
1
1− T n
) .
Nous allons montrer que ette dernière expression est égale à ZχX(T ).
Notations 2.15. Soit A une Q-algèbre. Pour tout élément x de A et tout n > 1, on pose
(
x
n
)
=
n−1∏
i=0
(x− i)
n!
.
Soit r > 1 et f = (f1, . . . , fr) ∈ (N>0)
r
vériant f1 6 · · · 6 fr. On dénit une partition {1, . . . , r} =∐
γ∈Γf
Iγ par la ondition
∀i, j ∈ {1, . . . , r}, fi = fj ⇐⇒ ∃γ, i, j ∈ Iγ .
Pour γ ∈ Γf , on pose fγ = fi où i est un élément de γ, et nγ = |Iγ |.
Enn si (xn) une suite d'éléments de A on pose
(xf) =
∏
γ∈Γf
(
xfγ
nγ
)
.
Le lemme suivant déoule d'un alul élémentaire.
Lemme 2.16. Soit A une Q-algèbre, E un ensemble ni non vide et P = 1 +
∑
n∈NE\{0} anT
n
un
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élément de A[[(Te)e∈E ]]. On a alors pour toute suite (xn) d'élements de A la relation
exp
∑
n>1
an log(P (T
n
e )e∈E)

= 1 +
∑
m∈NE\{0}

∑
r>1
∑
f∈(N>0)r
f16···6fr
(xf)
∑
(n1,...,nr)∈(NE\{0})rP
ni fi=m
r∏
i=1
ani
 T m. (2.9)
Lemme 2.17. Soit k un orps. Soit n > 1 et ϕ une formule à oeients dans k en les variables
libres (x1, . . . , xn). On pose ψ1 = ϕ. Pour m > 2, soit ψm la formule d'anneau en les variables libres
(xi,j) i=1,...,n
j=1,...,m
donnée par
 m∧
j=1
ϕ(x1,j , . . . , xnj )
∧
 ∧
j,k∈{1,...,m}
j 6=k
(x1,j , . . . , xnj) 6= (x1,k, . . . , xnk)
 .
On a alors pour tout m > 1 la relation
[ψm] =
m−1∏
j=0
([ϕ]− j) .
Démonstration. Soit m > 2. Les formules en les nm variables libres (x1, . . . ,xm)
ψm−1(x1, . . . ,xm−1) ∧ ϕ(xm)
et
ψm ∨
m−1∨
j=1
(ψm−1(x1, . . . ,xm−1) ∧ (xm = xj))
sont logiquement équivalentes. Pour j = 1, . . . m− 1 la formule
ψm−1(x1, . . . ,xm−1) ∧ (xm = xj)
est logiquement équivalente à ψm−1. On a alors
[ψm] + (m− 1) [ψm−1] = [ψm−1] [ϕ]
soit
[ψm] = [ψm−1] ([ϕ]−m+ 1))
d'où le résultat en raisonnant par réurrene sur m.
Proposition 2.18. Soit k un orps de aratéristique zéro et X une k-variété quasi-projetive. Dans
l'anneau Mχk,Q[[T ]], on a l'égalité
ZχX(T ) = exp
∑
n>1
Ψχn(X) log
(
1
1− T n
) .
Démonstration. Posons ΠX(T ) = exp
[∑
n>1Ψ
χ
n(X) log
(
1
1−Tn
) ]
. Soit F un fermé de X et U =
X \F . D'après le lemme 2.7, on a ΠX(T ) = ΠU (T )ΠF (T ). Par ailleurs, on a Z
χ
X(T ) = Z
χ
U (T )Z
χ
F (T )
(f. [And04, 13.3.1℄). Ainsi, en prenant des reouvrements ouverts anes et en stratiant, on est
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ramené à démontrer la proposition dans le as où X est ane, normale, irrédutible. Pour r > 1 et
f ∈ (N>0)
r
, on note
Af,m
déf
=
{
(n1, . . . , nr) ∈ (N>0)
r,
r∑
i=1
ni fi = m
}
.
D'après le lemme 2.16, il s'agit don de démontrer pour tout m > 1 la relation
χ
([
X<m>
])
=
∑
r>0
∑
f=(f1,...,fr)∈Nr>0
f16···6fr
(
Ψχf(X)
)
|Af,m| . (2.10)
Pour n > 1, on désigne par X
(0)
n l'ensemble des points fermés de X de degré n. La formule (2.10)
est le pendant motivique de l'égalité∣∣X<m>(k)∣∣ =∑
r>0
∑
f=(f1,...,fr)∈Nr>0
f16···6fr
(∣∣∣X(0)f ∣∣∣) |Af,m| , (2.11)
qui est valable si k est un orps ni. Dans e adre, la relation (2.11) est une onséquene de la
déomposition de la fontion zêta de Hasse-Weil en produit eulérien, mais elle peut aussi se retrouver
via un argument ombinatoire diret. La preuve de la relation (2.10) qui suit est une adaptation
motivique d'un tel argument ombinatoire.
Soit m > 1, r > 1 et f ∈ (N>0)
r
tel que f1 6 · · · 6 fr. On utilise les notations 2.15. On a une
ation naturelle de SΓf
déf
=
∏
γ∈Γf
Shγ sur Af,m, ainsi que sur
r∏
i=1
(
X<fi>
)
0
. Soit Zf l'ouvert SΓf -stable
de
r∏
i=1
(
X<fi>
)
0
donné par
∏
γ∈Γf
∏
i∈Iγ
(
X<fi>
)
0

0
.
Soit ϕf une formule sur Zf ayant la propriété suivante : pour tout orps pseudo-ni K ontenant k,
ϕf(K) s'identie à l'ensemble des éléments (y1, . . . , yr) de Zf(K) tels que, pour tout i, yi satisfait
la formule ψfi(X). D'après le lemme 2.17, on a don
[ϕf ] =
∏
γ∈Γf
hγ−1∏
j=0
([
ψfγ (X)
]
− j
)
. (2.12)
Soit n ∈ Af,m. On note Sn le stabilisateur de n sous l'ation de SΓf , et
πf ,n : Zf −→ X
<m>
le k-morphisme qui envoie le r-uplet de zéro-yles (C1, . . . , Cr) sur
∑
i niCi. Ce morphisme se
fatorise à travers Zf/Sn. Soit ψf,n une formule sur X
<m>
telle que, pour tout orps pseudo-
ni K ontenant k, ψf,n(K) est l'ensemble des éléments de X
<m>(K) qui sont l'image par πf ,n
d'un élément (y1, . . . , yr) de Zf(K) satisfaisant ϕf . Un élément de ψf ,n(K) est don un zéro-yle
K-rationnel s'érivant
∑r
i=1 ni Pi où, pour tout i, Pi est un point fermé de degré fi de XK , et
Pi 6= Pj si fi = fj . L'ensemble des préimages de et élément par πf,n forme une Sn-orbite. Ainsi le
morphisme Zf/Sn → X
<m>
induit une bijetion entre ψ(f ,n)(K) et les éléments de (Zf/S(n))(K)
qui se relèvent à un élément de Zf(K) satisfaisant ϕf . Don le morphisme πf,n fait de ϕf un
|Sn|-revêtement de ψ(f ,n). D'après le théorème 2.2, on a alors
χ
form
([
ψ(f ,n)
])
=
1
|Sn|
χ
form
([
ϕ(fi)
])
.
12
Produit eulérien motivique
En notant A
0
f ,m un système de représentants de Af ,m modulo l'ation de SΓf , on en déduit∑
n∈A0
f ,m
χ
form
([ψf,n]) =
( ∑
n∈A0
f ,m
1
|Sn|
)
χ
form
([ϕf ]) =
|Af,m|∣∣SΓf ∣∣ χform ([ϕf ]) .
D'après (2.12), on a don ∑
n∈A0
f ,m
χ
form
([
ψ(f ,n)
])
=
(
ψχf(X)
)
|Af,m| . (2.13)
L'interprétation de ψf,n(K) en termes de zéro-yles utilisée i-dessus montre par ailleurs que
tout élément de X<m>(K) satisfait ψf ,n pour un unique f et un n ∈ Af,m unique modulo l'ation
de SΓf . Ainsi les formules
(ψf,n) r>0,
f∈Nr>0,
f16···6fr,
n∈A0
f ,m.
forment une partition de X<m>. Cei onlut la démonstration de la relation (2.10).
Corollaire 2.19. Soit k un orps de aratéristique zéro et X une k-variété quasi-projetive. Pour
tout n > 1 on a Φχn(X) = χ (Φn(X)) et Ψ
χ
n(X) = χ (Ψn(X)).
Démonstration. Cei déoule de la proposition 2.18 et des dénitions de Φn(X) et Ψn(X).
Corollaire 2.20. Soit k un orps de aratéristique zéro et X une k-variété quasi-projetive. Pour
tout n > 1, Ψχn(X) est un élément de F−n dim(X)M
χ
k,Q.
Démonstration. Cei déoule du orollaire 2.19 et du point iv du lemme 2.4.
Corollaire 2.21. Pour tout d > 1 et tout n > 1, on a Φχn(A d) = Lnd.
Démonstration. Cei déoule du orollaire 2.19 et du point v du lemme 2.4.
Remarque 2.22. Le orollaire 2.20 peut s'obtenir de manière plus direte à partir de la dénition de
Ψχn(X) omme formule galoisienne et de la relation (2.4).
Corollaire 2.23. Soit k un orps de aratéristique zéro et X une k-variété quasi-projetive. Soit
n0 > 1 un entier et P = 1 +
∑
n>n0
an T
n
un élément de Mχk,Q[[T ]]. Érivons
exp
∑
n>1
Ψχn(X) log(P (T
n))
 =∑
n>0
αn T
n.
Soit (Vn)n>0 une suite d'éléments de M̂
χ
k,Q. On suppose qu'il existe une appliation ϕ : N → Z
vériant :
i) ϕ(n)− n dim(X)n0 −→n→+∞
+∞ ;
ii) pour tout n ∈ N, on a Vn ∈ F
ϕ(n) M̂χk,Q.
Alors la série
∑
n∈N
αn Vn onverge dans M̂
χ
k,Q.
Démonstration. D'après le lemme 2.16, on a pour tout n > 0 la relation
αn =
∑
r>0
∑
f=(f1,...,fr)∈Nr>0
f16···6fr
(
Ψχf(X)
) ∑
(n1,...,nr)∈Nr>0P
ni fi=n
r∏
i=1
ani .
13
David Bourqui
Les indies f intervenant dans la somme vérient tous n0 |f | 6 n. D'après le orollaire 2.20 on a(
Ψχf(X)
)
∈ F−|f| dim(X)Mχk,Q. Ainsi, on a αn ∈ F
−
n dim(X)
n0 Mχk,Q. On en déduit le résultat.
Remarque 2.24. On obtient un résultat analogue dansMk,Q en remplaçant exp
[∑
n>1Ψ
χ
n(X) log(P (T n))
]
par exp
[∑
n>1Ψn(X) log(P (T
n))
]
. On utilise alors le point iv du lemme 2.4.
Remarque 2.25. Soi k un orps et X une k-variété quasi-projetive. Soit (An)n>1 une famille de
k-variétés quasi-projetives et P (T ) = 1 +
∑
n>1 [An] T
n
. Les auteurs de [GZLMH04℄ dénissent
alors la  puissane [X]-ème de P (T )  par la formule
P (T )[X] = 1 +
∞∑
k=1
{∑
ρ>1
∑
(k1,...,kρ)∈N ρP
j kj=k
kρ 6=0
[( (
X
P
j kj
)
0
×
ρ∏
j=1
A
kj
j
)
/
ρ∏
j=1
Skj
]}
T k (2.14)
où
∏
j Skj agit de manière diagonale sur haun des fateurs
(
X
P
j kj
)
0
et
∏ρ
j=1A
kj
j .
Par ailleurs, d'après le lemme 2.16, on a
ΠmotX,P (T ) = 1 +
∞∑
k=1

∑
r>1
∑
f=(f1,...,fr)∈Nr>0
f16···6fr
(Ψf(X))
∑
(n1,...,nr)∈Nr>0P
ni fi=k
r∏
i=1
[Ani ]
 T
k. (2.15)
Si k est de aratéristique zéro, la  déomposition arithmétique  (donnée par la relation (2.4)) des
motifs des quotients de variétés apparaissant dans l'expression (2.14) permet alors de montrer que
χ(ΠmotX,P (T )) oïnide ave χ(P (T )
[X]). En e sens la notion de produit eulerien motivique orrespond
à une déomposition arithmétique de la puissane formelle dénie dans [GZLMH04℄.
Expliitons e qui se passe au niveau de la partie de la déomposition arithmétique orrespondant
à l'image des points rationnels dans le quotient (dans e qui suit tout se passe au niveau de l'anneau
Mχk , on omet d'érire χ pour alléger l'ériture) : il s'agit, pour k > 1 donné, de omparer d'une part
l'expression ∑
ρ>1
∑
(k1,...,kρ)∈N ρP
j kj=k
kρ 6=0
(XPj kj)
0
×
ρ∏
j=1
A
kj
j
 / ρ∏
j=1
kj !
qui s'érit enore (f. lemme 2.17)∑
ρ>1
∑
(k1,...,kρ)∈N ρP
j kj=k
kρ 6=0
[X] ([X] − 1) . . . ([X]−
∑
j kj + 1)
∏ρ
j=1 [Aj ]
kj∣∣∣∏j Skj ∣∣∣ (2.16)
et les termes du oeient de T k dans (2.15) orrespondant au as où tous les fi sont égaux à 1,
soit ∑
r>1
Ψ(1, . . . , 1)︸ ︷︷ ︸
r répétitions
(X)
 ∑
(n1,...,nr)∈Nr>0P
ni=k
r∏
i=1
[Ani ]
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e qui s'érit aussi ∑
r>1
[X] ([X] − 1) . . . ([X]− r + 1)
r!
∑
(n1,...,nr)∈Nr>0P
ni=k
r∏
i=1
[Ani ] (2.17)
L'égalité de (2.16) et (2.17) déoule alors d'un argument ombinatoire élémentaire (si (k1, . . . , kρ) ∈
Nρ ave kρ 6= 0, soit r =
∑
kj ; il existe
r!Q
kj !
r-uplets distints (n1, . . . , nr) de N
r
>0 vériant
kj = |{i, ni = j}|).
3. Une formule d'inversion de Möbius motivique
Dans ette setion, nous introduisons un analogue motivique de fontions d'inversion de Möbius
utilisées pour traiter des problèmes de omptage de points de hauteur bornée sur les variétés toriques
(f. [Pey95℄, [Sal98℄, [dlB01℄, [Bou03a℄).
Soit E un ensemble ni non vide. On munit {0, 1}E de l'ordre partiel usuel. Soit B un sous-
ensemble de {0, 1}E vériant la propriété suivante : si n ∈ B et n′ > n alors n′ ∈ B. On note Bmin
l'ensemble des éléments minimaux de B, et A = {0, 1}E \B. On dénit une fontion µ0B : {0, 1}
E →
Z par la relation
∀n ∈ {0, 1}E , 1A(n) =
∑
06n′6n
µ0B(n
′). (3.1)
Pour n ∈ {0, 1}E on pose
ℓB(n) =
∣∣{(n′) ∈ Bmin, n′ 6 n}∣∣ .
On vére qu'on a alors
∀n ∈ {0, 1}E , µ0B(n) =

1 si n = 0
0 si n ∈ A \ {0}
(−1) ℓB(n) si n ∈ B \ {0}.
On dénit un élément PB de Z[Te]e∈E par
PB(Te) =
∑
n∈{0,1}E
µ0B(n)
∏
e∈E
T nee
et un élément QB de Z[[Te]]e∈E par
QB(Te) =
PB(Te)∏
e∈E
(1− Te)
= PB(Te)
∑
d∈NE
∏
e∈E
T dee .
Pour d = (de) ∈ N
E
on dénit d˜ = (d˜e) ∈ {0, 1}
E
par d˜e = 1 si et seulement si de > 1.
Lemme 3.1. On a
QB(Te) =
∑
d∈NE
1A
(
d˜
) ∏
e∈E
T dee .
Démonstration. Cei déoule immédiatement de la dénition de QB et de la relation (3.1).
Soit k un orps etX une k-variété quasi-projetive. Pour toute extensionK de k, on noteX0,+(K)
le monoïde des zéro-yles eetifs K-rationnels sur X, et, pour d ∈ N, X0,+d (K) le sous-ensemble
de X0,+(K) onstitué des éléments de degré d. Ainsi X0,+d (K) s'identie à X
<d>(K).
Soit F un sous-ensemble de E. Pour d ∈ NE, la variété
∏
e∈E
X <de> des E-uples de zéro-yles
eetifs de X de degré d ontient un ouvert non vide Xd,F déni par la ondition ∩
e∈F
Supp(Ce) = ∅.
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On note alors XBd l'ouvert de
∏
e∈E
X <de> déni par
XBd =
⋂
n∈B
Xd,{n=1} =
⋂
n∈Bmin
Xd,{n=1}.
Pour toute extension K de k, on a don l'égalité
XBd (K) =
(Ce) ∈ ∏
e∈E
X0,+de (K), ∀n ∈ B,
⋂
e∈E, ne=1
Supp (Ce) = ∅
 .
3.1 Le as d'un orps ni
Soit k un orps ni et X une k-variété quasi-projetive. Soit
A
B
X =
(Ce) ∈ (X0,+(k))E , ∀n ∈ B, ⋂
e∈E, ne=1
Supp (Ce) = ∅
 .
Il existe alors une unique fontion µ˜BX :
(
X0,+(k)
)E
→ Z vériant la ondition1
∀(Ce) ∈
(
X0,+(k)
)E
, 1
ABX
(Ce) =
∑
06(C′e)6(Ce)
µ˜BX((C
′
e)). (3.2)
Proposition 3.2. On a les déompositions en produit eulérien∑
(Ce)∈(X0,+(k))
E
µ˜BX((Ce))
∏
e∈E
T deg(Ce)e =
∏
x∈X(0)
PB
(
(T deg(x)e )
)
(3.3)
et ∑
(Ce)∈(X0,+(k))
E
1
ABX
(Ce)
∏
e∈E
T deg(Ce)e =
∏
x∈X(0)
QB
(
(T deg(x)e )
)
. (3.4)
Démonstration. D'après (3.2), le membre de gauhe de (3.4) est égal au membre de gauhe de (3.3)
multiplié par
∏
e∈E ZX(Te). Ainsi l'une des deux relations (3.3) ou (3.4) entraîne aussitt l'autre.
La démonstration de es relations est lassique, et se base sur le fait que µ˜B est une fontion
multipliative. La proposition 1 (p. 180) de [Bou03a℄ (elle-même inspirée de la proposition analogue
dans le as des orps de nombres que l'on trouve dans [Sal98℄ ou [Pey06℄) traite le as partiulier
d'une fontion d'inversion de Möbius assoiée à un éventail (f. sous-setion 3.5) et la preuve est la
même dans le as général.
Dénissons à présent une fontion µBX : N
E → Z en posant
µBX((de)) =
∑
(Ce), deg(Ce)=de
µ˜BX(Ce).
On a alors
∀d ∈ NE,
∣∣∣XB(de)(k)∣∣∣ = ∑
06d′6d
µBX(d
′)
∏
e∈E
∣∣∣X<de−d′e>(k)∣∣∣ . (3.5)
Pour n > 1, on désigne par X
(0)
n l'ensemble des points fermés de X de degré n. De la proposition
3.2, on déduit les relations ∑
d∈NE
µBX(d)
∏
e∈E
T dee =
∏
n>1
PB(T
n
e )
˛˛˛
X
(0)
n
˛˛˛
(3.6)
1
On munit
`
X
0,+(k)
´E
de l'ordre partiel usuel.
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et ∑
d∈NE
∣∣∣XB(de)(k)∣∣∣ ∏
e∈E
T dee =
∏
n>1
QB(T
n
e )
˛˛˛
X
(0)
n
˛˛˛
. (3.7)
Ce sont es relations dont on veut obtenir une version motivique.
3.2 Un analogue motivique
On onsidère dans ette sous-setion un orps k de aratéristique zéro. On va démontrer des
relations dans l'anneau de motifs virtuelsMχk . Le problème de la démonstraton de relations analogues
dans l'anneau Mk est disuté à la sous-setion 3.3. Soit X une k-variété quasi-projetive. On mime
la relation (3.5) et on dénit une fontion de Möbius motivique µB,χX : N
E →Mχk par la relation
∀d ∈ NE, χ
([
XBd
])
=
∑
06d′6d
µB,χX (d
′)
∏
e∈E
χ
([
X<de−d
′
e>
])
. (3.8)
Si on pose
ZBX((Te)) =
∑
d∈NE
χ
([
XBd
]) ∏
e∈E
T dee
et
Z
µB,χX
((Te)) =
∑
d∈NE
µB,χX (d)
∏
e∈E
T dee ,
on a don la relation
ZBX((Te)) = ZµB,χX
((Te))
∏
e∈E
ZχX(Te). (3.9)
Théorème 3.3. Soit k un orps de aratéristique zéro et X une k-variété quasi-projetive. Soit B
un sous-ensemble de {0, 1}E vériant la propriété suivante : si n ∈ B et n′ > n alors n′ ∈ B. On a
les déompositions en produit eulérien motivique
Z
µB,χX
((Te)) = exp
∑
n>1
Ψχn(X) log (PB(T
n
e ))

(3.10)
et
ZBX((Te)) = exp
∑
n>1
Ψχn(X) log (QB(T
n
e ))
 . (3.11)
Démonstration. Compte tenu de (3.9) et de la proposition 2.18, l'une des deux relations (3.10) et
(3.11) entraîne aussitt l'autre.
Montrons la relation (3.11). Soit ΠBX(T ) = exp
[∑
n>1Ψ
χ
n(X) log (QB(T
n
e ))
]
. Soit F un fermé
de X et U = X \ F . On a une stratiation de XBd en sous-variétés loalement fermées
XBd =
∐
06d′6d
(∏
e∈E
U<d
′
e> × F<de−d
′e>
)⋂
XBd =
∐
06d′6d
UB
d′
× FB
d′
.
On en déduit la relation ZBX(T ) = Z
B
U (T )Z
B
F (T ). Par ailleurs le lemme 2.7 entraîne la relation
ΠBX(T ) = Π
B
U (T )Π
B
F (T ). Ainsi, en prenant des reouvrements ouverts anes et en stratiant, on
est ramené à démontrer la relation (3.11) dans le as où X est ane, normale, irrédutible. Pour
d ∈ NE , r > 1 et f ∈Nr>0, on note
A
A
f ,d
déf
=
{
(n1, . . . ,nr) ∈ (N
E \ {0})r,
∑
ni fi = d et ∀i = 1 . . . , r, n˜i ∈ A
}
.
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D'après les lemmes 2.16 et 3.1, démontrer (3.11) revient à établir pour tout d ∈ NE la relation
χ
([
XBd
])
=
∑
r>1
∑
f=(f1,...,fr)∈Nr>0
f16···6fr
(Ψf(X))
∣∣AAf,d∣∣ (3.12)
Fixons d 6= 0. Soit r > 1 et f ∈ (N>0)
r
tel que f1 6 · · · 6 fr. On utilise les notations 2.15 et
on reprend les notations et la démarhe de la preuve de la proposition 2.18. Le groupe SΓf agit
sur (NE \ {0})r . L'ensemble AAf ,d est stable sous ette ation. Soit (ni) ∈ A
A
f ,d. On note S(ni) le
stabilisateur de (ni) sous l'ation de SΓf , et
πf,(ni) : Zf −→
∏
e∈E
X<de>
le k-morpisme qui envoie le r-uplet de zéro-yles (C1, . . . , Cr) sur (
∑
i ni,eCi)e∈E. Ce morphisme
se fatorise à travers Zf/S(ni).
Soit ψf ,(ni) une formule vériant la propriété suivante : pour tout orps pseudo-ni K ontenant
k, ψf ,(ni)(K) est l'ensemble des éléments de
∏
e∈E
X<de>(K) qui sont l'image par πf ,(ni) d'un élément
(y1, . . . , yr) de Zf(K) satisfaisant ϕf . La ondition n˜i ∈ A dans la dénition de A
A
f,d entraîne que
de tels éléments sont en partiulier dans XBd (K).
Un élément de
∏
e∈E
X<de>(K) satisfaisant ψf ,(ni) est don un E-uplet de zéro-yles K-rationnels
s'érivant (
∑r
i=1 ni,eCi) où, pour tout i, Ci est un point fermé de XK de degré fi et Ci 6= Cj si
fi = fj . Les préimages d'un tel élément dans Zf forment une orbite sous S(ni). Ainsi le morphisme
Zf/S(ni) →
∏
e∈E
X<de> induit une bijetion entre ψf ,(ni)(K) et les éléments de (Z(f/S(ni))(K)
qui se relèvent à un élément de Zf(K) satisfaisant ϕf . Don le morphisme πf ,(ni) fait de ϕf un∣∣S(ni)∣∣-revêtement de ψf ,(ni). D'après le théorème 2.2, on a alors
χ
form
([
ψf ,(ni)
])
=
1∣∣S(ni)∣∣χform ([ϕf ]) .
L'interprétation de ψf ,(n)i(K) en termes de zéro-yles utilisée i-dessus montre par ailleurs que
tout élément de XBd (K) satisfait ψf ,(ni) pour un unique f et un (ni) ∈ Af ,d unique modulo l'ation
de SΓf . On peut alors onlure omme dans la preuve de la proposition 2.18.
Corollaire 3.4. Soit k un orps de aratéristique zéro et X une k-variété quasi-projetive. Soit
B un sous-ensemble de {0, 1}E vériant la propriété suivante : si n ∈ B et n′ > n alors n′ ∈ B. Soit
νB la valuation de PB − 1 et (Vd)d∈NE une famille d'éléments de M̂
χ
k,Q. On suppose qu'il existe une
appliation ϕ : N→ Z vériant :
i) ϕ(n)− n dim(X)νB −→n→+∞
+∞ ;
ii) pour tout d ∈ NE, Vd ∈ F
ϕ(
P
de) M̂χk,Q.
Alors la série
∑
d∈NE
µB,χX (d)Vd onverge dans M̂
χ
k,Q.
Démonstration. Cei se déduit du théorème 3.3 grâe au lemme 2.16 et une adaptation aisée de la
preuve du orollaire 2.23.
3.3 Questions dans l'anneau de Grothendiek des variétés
Dans ette sous-setion, k est un orps quelonque. On reprend les notations de l'introdution
de la setion 3. Soit X une k-variété quasi-projetive. On dénit une fontion µB,motX : N
E →Mk
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par la relation
∀d ∈ NE,
[
XBd
]
=
∑
06d ′6d
µB,motX (d
′)
∏
e∈E
[
X<de−d
′
e>
]
. (3.13)
Si k est de aratéristique zéro, on a don pour tout d la relation χ(µB,motX (d)) = µ
B,χ
X (d). Si k est
ni on a pour tout d la relation #k µ
B,mot
X (d) = µ
B
X(d). Au vu du théorème 3.3, on peut se poser la
question suivante.
Question 3.5. La relation
∑
d∈NE
µB,motX (d)
∏
e∈E
T dee = exp
∑
n>1
Ψn(X) log (PB(T
n
e ))

est-elle vériée ?
Une réponse positive à la question 3.5 fournirait une autre démonstration du théorème 3.3. Elle
entraînerait également une réponse positive à la question suivante :
Question 3.6. Soit νB la valuation de PB . Soit (Vd)d∈NE une famille d'éléments de M̂k,Q. On
suppose qu'il existe une appliation ϕ : N→ Z vériant :
i) ϕ(n)− n dim(X)νB −→n→+∞
+∞ ;
ii) pour tout (de) ∈ N
E
, Vd ∈ F
ϕ(
P
de) M̂k,Q.
Est-il vrai que la série ∑
(d)∈NE
µB,motX (d)Vd
onverge dans M̂k,Q ?
On montre i-dessous que les réponses aux questions 3.5 et 3.6 sont positives pour un as partiu-
lier d'ensemble B. Dans le adre de l'appliation à l'étude des fontions zêta des hauteurs motivique,
ei permet d'obtenir des résultats dans l'anneau Mk dans le as des espaes projetifs et des sur-
faes de Hirzebruh. Pour traiter le as d'une variété torique générale, faute de pouvoir montrer que
la réponse est positive, nous devrons nous ontenter de résultats dans l'anneau Mχk pour pouvoir
utiliser le théorème 3.3 et le orollaire 3.4.
3.4 Calul de µB,motX dans un as partiulier
Soit k un orps et X une k-variété quasi-projetive. On dénit une fontion µmotX : N → Mk
par la relation ∑
d>0
µmotX (d)T
d
ZmotX (T ) = 1.
On a don pour tout d > 0 la relation∑
06r6d
µmotX (r)
[
X<d−r>
]
= 0. (3.14)
Soit E un ensemble ni non vide. On dénit une fontion µEX : N
E →Mk en posant
µEX(d) =
{
µmotX (d) si de = d pour tout e ∈ E,
0 sinon.
(3.15)
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Une dénition équivalente de µEX est d'imposer la relation ∑
d∈NE
µEX(d)T
d
 ZmotX
(∏
e∈E
Te
)
= 1.
Proposition 3.7. Soit B le sous-ensemble de {0, 1}E réduit à l'élément onstant égal à 1. Alors
µB,motX = µ
E
X .
Démonstration. Soit Wd,δ la sous-variété de
∏
e∈E
X<de> des E-uples de zéro-yles eetifs dont
l'intersetion est de degré δ. En partiulier Wd , 0 = X(d,E . On a un isomorphisme
Wd,δ
∼
→ X <δ> ×X(de−δ),E
et une bration en sous-variétés loalement fermées∏
e∈E
X<de> =
∐
06d6Min(de)
W(de),δ.
On a don ∏
e∈E
[
X <de>
]
=
Min(de)∑
δ=1
[
X<δ>
] [
X(de−δ),E
]
.
Pour haque E-uple d ′ vériant 0 6 d ′ 6 d. érivons la relation i-dessus et multiplions la par
µEX
(
d ′
)
. En sommant toutes les relations obtenues, et ompte tenu de (3.14), on obtient la relation
[Xd,E] =
∑
06d
′
6d
µEX
(
d ′
) ∏
e∈E
[
X<de−d
′
e>
]
.
Or, l'hypothèse sur B entraîne pour tout d l'égalité XBd = Xd,E. On en déduit le résultat.
Corollaire 3.8. Soit B un sous-ensemble de {0, 1}E tel que si n ∈ B et n′ > n alors n′ ∈ B. On
suppose en outre que B vérie l'hypothèse suivante : il existe une partition E = Eβ
∐
⊔
γ∈Γ
Eγ de E
telle qu'on ait
Bmin =
{
n ∈ NE, ∃γ ∈ Γ, (ne = 1⇔ e ∈ Eγ)
}
.
Alors on a
∀d ∈ NE, µB,motX (d) =
∏
e∈Eβ
[X<de>]
∏
γ∈Γ
µ
Eγ
X ((de)e∈Eγ ).
3.5 Fontion de Möbius motivique assoiée à un éventail
Soit N un Z-module libre de rang ni dont on notera r le rang. On rappelle brièvement la notion
d'éventail de N . Une partie σ de N ⊗ R est un ne polyédral rationnel de N ⊗ R si elle s'érit
σ =
∑
i∈I R>0mi où I est un ensemble ni et les (mi) sont dans N . Un ne polyédral rationnel
σ est dit stritement onvexe si σ ∩ −σ = {0}. Un éventail de N est un ensemble ni Σ de nes
polyédraux rationnels stritement onvexes de N ⊗R, vériant les onditions suivantes :
 toute fae d'un ne de Σ est un ne de Σ,
 l'intersetion de deux nes de Σ est une fae de haun des deux nes.
Un éventail Σ est dit régulier si tout ne de Σ est engendré par une partie d'une Z-base de N , et
omplet si les nes de Σ reouvrent N ⊗R.
Soit Σ un éventail non réduit à {0}. On note Σ(1) l'ensemble des rayons de Σ, i.e. l'ensemble
des nes de dimension 1 de Σ. Pour σ ∈ Σ, on note σ(1) l'ensemble des éléments de Σ(1) qui sont
des faes de σ. Pour α ∈ Σ(1) on abrégera les notations α ∈ σ(1) et α /∈ σ(1) en α ∈ σ et α /∈ σ.
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Soit BΣ le sous-ensemble de {0, 1}
Σ(1)
déni par
BΣ =
{
n ∈ {0, 1}Σ(1) , ∀σ ∈ Σ, ∃α /∈ σ, nα = 1
}
.
Il est lair que si n ∈ BΣ et n
′ > n alors n′ ∈ BΣ.
Lemme 3.9. La valuation de PBΣ − 1 est supérieure ou égale à 2.
Démonstration. Soit α0 ∈ Σ(1) et (nα) ∈ {0, 1}
Σ(1)
vériant nα0 = 1 et nα = 0 pour α 6= α0. Il
s'agit de montrer que nα /∈ BΣ. Mais ei déoule aussitt de la dénition de BΣ et du fait que α
est une fae de α.
On déduit du lemme 3.9 et du orollaire 3.4 le ritère de onvergene suivant.
Corollaire 3.10. Soit k un orps de aratéristique zéro et X une k-variété quasi-projetive. Soit
Σ un éventail. Soit (Vd)d∈NΣ(1) une famille d'éléments de M̂
χ
k,Q vériant
∀ d ∈ NΣ(1), Vd ∈ F
dim(X) |d| M̂χk,Q.
Alors la série
∑
d∈NΣ(1)
µBΣ,χX (d)Vd onverge dans M̂
χ
k,Q.
Le as des espaes projetifs Soit n > 1 et Σ l'éventail de Zn ⊗R dont les rayons sont engendrés
par les éléments de la base anonique (ei)16i6n de Z
n
et l'élément
∑
i ei. La variété torique assoiée
est l'espae projetif de dimension n. On a BΣ = {(1, . . . , 1)}. Soit k un orps et X une k-variété
quasi-projetive. D'après la proposition 3.7 on a µBΣ,motX = µ
Σ(1)
X . En partiulier, les réponses aux
questions 3.5 et 3.6 sont positives dans e as.
Le as des surfaes de Hirzebruh Soit m > 0 un entier et Σ l'éventail de Z2 ⊗R dont les rayons
sont engendrés par ρ1 = (1, 0), ρ2 = (−1,m), ρ3 = (0, 1), ρ4 = −ρ3. La variété torique assoiée
est la m-ème surfae de Hirzebruh. On a BminΣ = {(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1)}. Soit k un orps et X une
k-variété quasi-projetive. D'après le orollaire 3.8, on a
µBΣ,motX (d1, d2, d3, d4) = µ
{1,3}
X (d1, d3)µ
{2,4}
X (d2, d4).
Là enore, les réponses aux questions 3.5 et 3.6 sont positives.
4. Fontion zêta des hauteurs motivique
Soit k un orps et C une k-ourbe projetive, lisse et géométriquement intègre. Soit K le orps
des fontions de C. Considérons une variété projetive V dénie2 sur k. Les éléments de V (K)
s'identient don aux k-morphismes x : C→ V . On xe un bré en droites L sur V .
4.1 Le as lassique
On suppose le orps k ni. La formule hL(x) = deg (x
∗
L) dénit alors une hauteur d'Arakelov
(logarithmique) sur V (K), relative au faiseau L. Si on suppose que la lasse de L est à l'intérieur
du ne eetif, il existe un ouvert non vide U0 de V tel que pour tout ouvert U de U0 et tout entier
d > 0, l'ensemble {x ∈ U(K), hL(x) = d} est ni (f. [Pey06, Corollaire 2.7.3 et Remarque 2.7.4℄).
2
On pourrait en fait onsidérer des variétés dénies sur K, i.e. des familles non onstantes, mais nous nous limiterons
ii au as partiulier où le orps de dénition est le orps des onstantes.
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La fontion zêta des hauteurs assoiée à un tel ouvert U est dénie par
ZC,U,hL(T ) =
∑
x∈U(K)
T hL(x).
Si V n'est pas de type général, le omportement analytique attendu de ette série est dérit par la
version géométrique des onjetures de Manin et al.
4.2 Le as motivique
Le orps k est supposé quelonque. On peut toujours dénir une fontion hauteur hL : V (K)→
Z par la formule hL(x) = deg (x
∗
L). Si L est une extension de k, on note KL le orps des fontions
de la ourbe C×k L. Si s est un point d'un shéma S, on notera κs le orps résiduel en s. Si ϕ est
un morphisme de soure un S-shéma, on notera ϕs le morphisme déduit de ϕ par le hangement
de base Spec(κs)→ S.
On note Hom
L,d
k (C, V ) le fonteur qui à un k-shéma S assoie
{ϕ ∈ Homk(CS , V ), ∀ s ∈ S, deg (ϕ
∗
s(L)) = d} .
Pour tout ouvert U de V , on note HomU,L,dk (C, V ) le fonteur qui à un k-shéma S assoie{
ϕ ∈ HomL,dk (C, V )(S), ∀ s ∈ S, ϕs ∈ U(Kκs)
}
.
Lemme 4.1. On suppose que la lasse de L est à l'intérieur du ne eetif de V . Alors il existe
un ouvert U0 non vide de V tel que pour tout ouvert U de U0 et pour tout d > 1, le fonteur
Hom
U,L,d
k (C, V ) est représentable par un k-shéma quasi-projetif.
Démonstration. Supposons L ample. D'après [Gro95, 4.℄, Hom
L,d
k (C, V ) est représentable par un
k-shéma quasi-projetif. Or, pour tout ouvert U de V , HomU,L,dk (C, V ) est un sous-fonteur ouvert
de Hom
L,d
k (C, V ). On en déduit le résultat quand L est ample.
Dans le as général, V étant projetive, on peut xer un bré en droite très ample L0 sur V .
Comme la lasse de L est à l'intérieur du ne eetif, il existe un entier N > 1 et un bré en
droites eetif L1 tel que L
⊗N = L0 ⊗ L1. Soit U0 le omplémentaire des points-base de L1 et U
un ouvert ontenu dans U0. Pour toute extension L de k et tout élément ϕ de U(KL) (i.e. tout
morphisme ϕ : CL → V dont l'image renontre U), on a alors deg(ϕ
∗(L1)) > 0. Ainsi si un tel ϕ
vérie deg(ϕ∗(L)) = d on a deg(ϕ∗(L0)) 6
d
N . Don le fonteur Hom
U,L,d
k (C, V ) s'identie à un
sous-fonteur ouvert du fonteur
∐
d′6 d
N
Hom
L0,d′
k (C, V ). Ce dernier fonteur étant représentable par
un k-shéma quasi-projetif, on a le résultat.
Remarque 4.2. Hormis l'utilisation du théorème de représentabilité de Grothendiek, la preuve de e
lemme est formellement la même que elle de son analogue  lassique . Notons aussi que si U est
un ouvert de V dont le groupe de Piard est trivial, U est néessairement ontenu dans l'ouvert U0
de la démonstration, en partiulier Hom
U,L,d
k (C, V ) est représentable par un shéma quasi-projetif.
On suppose désormais que la lasse de L est à l'intérieur du ne eetif. Pour tout ouvert U
assez petit de V et tout entier d > 0, on note UL,d le shéma quasi-projetif représentant le fonteur
Hom
U,L,d
k (C, V ). On souhaite notamment étudier le  omportement asympotique  de UL,d quand
d tend vers +∞. Pour ela, on onsidèrera notamment l'élément de Mk[[T ]] déni par
ZmotC,U,hL(T )
déf
=
∑
d>0
[
UL,d
]
T d.
Si k est ni, la série ZC,U,hL(T ) est l'image de Z
mot
C,U,hL
par le morphisme #k. Si k est de aratéristique
zéro, l'image dans Mχk [[T ]] de Z
mot
C,U,hL
(T ) par le morphisme χ sera notée Zχ
C,U,hL
(T ) .
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Il est naturel de se demander s'il n'existe pas pour les séries Zmot
C,U,hL
ou Zχ
C,U,hL
des analogues
motiviques des résultats obtenus ou onjeturés pour la série ZC,U,hL . On préise ette question dans
un as partiulier à la setion suivante.
4.3 Un analogue motivique de la onjeture de Manin
On suppose désormais que la variété V vérie les hypothèses suivantes :
Hypothèse 4.3. i) La lasse du faiseau antianonique de V est située à l'intérieur du ne
eetif.
ii) L'ensemble V (K) est Zariski dense. En d'autres termes, pour tout ouvert non vide U de V , il
existe un k-morphisme C→ V dont U renontre l'image.
Dans tout e qui suit, on note L0 le faiseau antianonique de V et on onsidère la hauteur hL0
assoiée à L0, notée h0. On note aussi U0,d = UL0,d.
Supposons le orps k ni de ardinal q. Une partie de la version géométrique de la onjeture de
Manin peut alors se traduire par les deux questions suivantes.
Question 4.4. Existe-t-il un ouvert non vide U de V tel que la série ZC,U,h0(q
−s) onverge absolu-
ment pour ℜ(s) > 1 ?
Question 4.5. Existe-t-il un ouvert non vide U satisfaisant les exigenes de la question 4.4 et un
ε > 0 tel que la fontion holomorphe sur ℜ(s) > 1 dénie par ZC,U,h0(q
−s) se prolonge en une
fontion méromorphe sur ℜ(s) > 1− ε ave un ple d'ordre rg(NS(V )) en s = 1 ?
Supposons à présent k quelonque. La question qui suit est un analogue motivique naïf de la
question 4.4.
Question 4.6. Existe-t-il un ouvert non vide U de V tel que, pour tout entier κ > 2, la série
Zmot
C,U,h0
(L−κ) onverge dans M̂k ?
Cette question peut se reformuler ainsi : existe-t-il un ouvert non vide U tel que pour tout entier
κ > 2 on a
lim
d→∞
dim(U0,d)− κd = −∞ ?
On voit ainsi que pour obtenir un analogue plus dèle de la question 4.4, ette dernière ondition
devrait être exigée pour tout réel κ > 1.
Question 4.7. Existe-t-il un ouvert non vide U de V tel que
lim
d→∞
dim(U0,d)
d
6 1 ?
Pour toute variété X, on note ρ(X) le nombre de omposantes géométriques irrédutibles de
dimension maximale de X. Au vu des estimations de Lang-Weil et du omportement asympotique
de |U0,d(k)| donnée par des théorèmes taubériens standards lorsque la réponse à la question 4.5 est
positive, un analogue naturel de la question 4.5 est la question suivante.
Question 4.8. Existe-t-il un ouvert non vide U de V vériant
lim
d→∞
dim(U0,d)
d
= 1
et
lim
d→∞
log(ρ(U0,d))
log(d)
= rg(NS(V )) ?
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Un autre analogue possible est la question suivante.
Question 4.9. Existe-t-il un ouvert non vide U de V vériant
lim
d→∞
dim(U0,d)
d
= 1
et tel que la série dénie par le produit (1− LT )rg(NS(V )) Zmot
C,U,h0
(T ) onverge pour T = L−1 ?
On note k une lture algébrique de k, et ksép la lture séparable de k dans k. Désormais, en plus
des hypothèses 4.3, on suppose que la variété V vérie les hypothèses suivantes (f. les hypothèses
du paragraphe 2.1 de [Pey03a℄ où l'on notera que la variété V est supposée dénie seulement sur le
orps des fontions de C) :
Hypothèse 4.10. i) Les groupes de ohomologie H1(V,OV ) et H
2(V,OV ) sont nuls.
ii) Le groupe Pic(V ×k k
sép) est libre de rang ni et oïnide ave Pic(V ×k k).
iii) L'ation du groupe de Galois absolu sur Pic(V ×k k
sép) est triviale.
iv) Le ne eetif de V (noté C
e
(V )) est polyédral rationnel.
v) Si l est un nombre premier distint de la aratéristique de k, la partie l-primaire de Br(V ×k k)
est nie.
Le fait d'avoir supposé la variété V dénie sur le orps des onstantes de C et l'hypothèse iii
i-dessus signie que nous nous plaçons dans le as arithmétiquement le plus simple. Notons que les
variétés toriques déployées vérient les hypothèses 4.3 et 4.10.
On pose
ZC
e
(V ),L0(T )
déf
=
∑
y∈C
e
(V )∨∩Pic(V )∨
T 〈y ,L0〉.
En érivant C
e
(V )∨ omme le support d'un éventail régulier, on voit que ZC
e
(V ),L0(T ) est une
fration rationnelle à oeients rationnels en T , dont 1 est un ple d'ordre rg(Pic(V )). On pose
α∗(V )
déf
= lim
z→1
(z − 1) rg(Pic(V )) ZC
e
(V ),L0(z).
C'est un nombre rationnel non nul.
Supposons le orps k ni de ardinal q. Une version géométrique de la onjeture de Manin
ranée par Peyre peut alors s'énoner ainsi :
Question 4.11. Si U est un ouvert satisfaisant les exigenes des questions 4.4 et 4.5, a-t-on
lim
s→1
(s− 1)rg(Pic(V ))ZC,U,h0(q
−s) =
α∗(V ) q (1−gC) dim(V )
(
Ress=1 ZC(q
−s)
)rg(Pic(V ))
×
∏
v∈C(0)
(1− |kv|
−1)rg(Pic(V ))
|V (kv)|
|kv|
dim(V )
?
La onvergene du produit eulérien apparaissant dans l'expression onjeturale du terme prinipal
en s = 1 est démontrée par Peyre en utilisant les onjetures de Weil démontrées par Deligne. Ainsi,
sous les hypothèses énonées i-dessus, Peyre montre que l'analogue de l'hypothèse de Riemann
entraîne l'estimation asymptotique
|V (kv)| = |kv|
dimV + rg(Pic(V ) |kv |
dimV−1 + O
deg(v)→∞
(
|kv|
dimV− 3
2
)
. (4.1)
La onvergene en déoule.
La réponse à la question 4.5 est positive dans le as des variétés toriques ([Bou03a℄) et dans le
as des variétés de drapeaux ([Pey03a℄).
Au vu de (4.1), on peut se poser la question suivante :
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Question 4.12. A-t-on
∀d > 1, Φd(V )− L
d dimV − rg(Pic(V )Ld (dimV−1) ∈ F d(
3
2
−dim(V ))Mk ?
Nous donnons à présent un analogue motivique de la question 4.5.
Question 4.13. On suppose que les réponses aux questions 4.12 et 4.9 sont positives. Soit U un
ouvert satisfaisant les exigenes de la question 4.9. La série
(1− LT )rg(Pic(V )) Zmot
C,U,h0
onverge-t-elle dans M̂k,Q en T = L
−1
vers
α∗(V )L (1−gC) dim(V )
([
(1− LT )Zmot
C
(T )
]
(L−1)
) rg(Pic(V ))
× exp
∑
n>1
Ψn(C) log
(
(1− L−n)rg(Pic(V ))
Φn(V )
L−n dim(V )
) ?
La onvergene du produit eulérien motivique est assurée par la réponse positive à la question
4.12.
Si le orps k est ni, une réponse positive à la question 4.13 ne permet pas a priori d'obtenir
par spéialisation via #k des résultats sur la fontion zêta des hauteurs usuelle. Le terme prinipal
motivique proposé ii se spéialise formellement sur le terme prinipal de la fontion zêta des hauteurs
usuelle, mais la fontion #k n'est pas dénie sur M̂k.
Une telle spéialisation sera ependant frutueuse dans le as où la série Zmot
C,U,h0
(T ) est une
fration rationnelle en T . Cette situation se produit pour les espaes projetifs et, omme on le
montre i-dessous, pour les surfaes de Hirzebruh si C = P1. Cependant, pour une variété torique
déployée quelonque, nous suspetons qu'en général ZC,U,h0(T ) (et don Z
mot
C,U,h0
(T )) n'est pas une
fration rationnelle en T .
Supposons à présent k de aratéristique zéro. Une variante évidente des questions 4.12 et 4.13
est donnée par les énonés suivants.
Question 4.14. A-t-on
∀d > 1, Φχd (V )− L
d dimV − rg(Pic(V )Ld (dimV−1) ∈ F d(
3
2
−dim(V ))Mχk,Q ?
Question 4.15. On suppose que les réponses aux questions 4.14 et 4.7 sont positives. Soit U un
ouvert satisfaisant les exigenes de la question 4.7. La série
(1− LT )rg(Pic(V )) Zmot,χ
C,U,h0
(T )
onverge-t-elle dans M̂χk,Q en T = L
−1
vers
α∗(V )L (1−gC) dim(V )
([
(1− LT )Zχ
C
(T )
] (
L−1
)) rg(Pic(V ))
× exp
∑
n>1
Ψχn(C) log
(
(1− L−n)rg(Pic(V ))
Φχn(V )
L−n dim(X)
) ?
Dans la setion suivante, en supposant que la ourbe C est rationelle, nous démontrons les
résultats suivants : la réponse à la question 4.7 est positive si V est une variété torique déployée, en
prenant pour U l'orbite ouverte (orollaire 5.17) ; la réponse à la question 4.13 est positive si V est
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une surfae de Hirzebruh, en prenant pour U l'orbite ouverte (on montre en fait un résultat plus
fort, à savoir le point i du théorème 1.1, dont l'énoné est repris à la sous-setion 5.3). Enn, si on
suppose k de aratéristique zéro, nous montrons que la réponse à la question 4.15 est positive si V
est une variété torique déployée, en prenant pour U l'orbite ouverte (à savoir le point ii du théorème
1.1).
Les preuves du orollaire 5.17 et du théorème 1.1 s'appuient sur le lemme de paramétrisation
5.16. La preuve du point ii du théorème 1.1 utilise en outre le théorème 3.3 et le orollaire 3.4. Une
réponse positive à la question 3.5 permettrait de montrer, par les mêmes méthodes, que la réponse
à la question 4.13 est positive pour toute variété torique déployée.
Remarque 4.16. Pour une réponse partielle à la question 4.14 lorque la variété V n'est plus nées-
sairement torique, on pourra onsulter [Bou08a℄.
5. Démonstration des résultats annonés
5.1 Quelques rappels sur les variétés toriques
Nous nous ontentons de iter les résultats qui nous seront utiles, e qui nous permet de xer
quelques notations. Nous renvoyons le leteur aux référenes lassiques sur le sujet (par exemple
[Oda88℄, [Ful93℄, [Ewa96℄) pour plus de détails. Soit r > 1 un entier et U
∼
→ Grm un tore déployé de
dimension r déni sur k. Soit X
∗
(U) son groupe des aratères et X∗ (U) son groupe des oaratères.
On note 〈. , .〉 l'aouplement naturel entre es deux Z-modules. Soit k un orps. À tout éventail Σ
de X∗ (U) est assoié une k-variété normale irrédutible XΣ, munie d'une ation de U et possédant
une orbite ouverte isomorphe à U , en d'autres termes une variété torique déployée dénie sur k. On
suppose désormais l'éventail Σ projetif et régulier. La variété XΣ est alors projetive et lisse.
Pour α ∈ Σ(1) nous notons ρα ∈ X∗ (U) le générateur de α, Dα le diviseur U -invariant assoié
et Dα sa lasse dans le groupe de Piard de XΣ. Le diviseur
∑
α∈Σ(1)Dα est alors un diviseur
antianonique. Le morphisme qui à un élément m de X
∗
(U) assoie (〈m, ρα〉)α∈Σ(1) induit une
suite exate
0 −→ X
∗
(U) −→ ⊕
α∈Σ(1)
ZDα −→ Pic(XΣ) −→ 0. (5.1)
5.2 Paramétrisation des morphismes
On onserve les notations de la sous-setion 5.1. Soit
TΣ = A
Σ(1)
k \
⋂
σ∈Σ
{∏
α/∈σ
xα = 0
}
.
La suite exate (5.1) induit une suite exate de tores
0 −→ TPic(XΣ) −→ G
Σ(1)
m
π
−→ U −→ 0. (5.2)
L'ation diagonale de G
Σ(1)
m sur TΣ induit par restrition une ation de TPic(XΣ) sur TΣ. D'après
[Cox95b℄, le morphisme π s'étend en un morphisme équivariant TΣ −→ XΣ qui est un quotient
géométrique de TΣ par TPic(XΣ). Un tel quotient fournit ainsi un système de oordonnées TPic(XΣ)-
homogènes sur XΣ. Cei généralise les oordonnées homogènes lassiques de l'espae projetif. Si-
gnalons que le morphisme TΣ → XΣ fait de TΣ un torseur universel au-dessus de XΣ (f. [Sal98,
proposition 8.5℄ et [Mad05, Appendix℄). Ces oordonnées homogènes permettent à Cox de donner
dans [Cox95a℄ une desription du fonteur des points de XΣ, que nous rappelons i-dessous. Elle
généralise la desription bien onnue du fonteur des points de l'espae projetif. Il en déoule pour
tout k-shéma S une desription simple des k-morphismes de P1S dans XΣ, que nous allons utiliser
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pour expliiter le shéma quasi-projetif qui représente le fonteur Hom
U,L0,d
k (P
1,XΣ) déni dans
la sous-setion 4.2.
Définition 5.1. Soit S un k-shéma. Une Σ-olletion sur S est la donnée pour tout α ∈ Σ(1) d'un
bré en droites Lα sur S et d'une setion globale vα de Lα ainsi que d'une famille (cm)m∈X∗ (U)
d'isomorphismes
cm : ⊗
α
L
〈m,ρα〉
α
∼
−→ OS ,
es données étant astreintes à vérier les onditions suivantes :
i) pour tous m,m′ dans X
∗
(U), on a cm ⊗ cm′ = cm+m′ ;
ii) pour tout α ∈ Σ(1), la setion vα induit un morphisme OS → Lα et par dualité un morphisme
L
−1
α → OS ; le morphisme induit ⊕
σ∈Σ
⊗
α/∈σ
L
−1
α −→ OS
est surjetif.
Un isomorphisme entre deux Σ-olletions ((Lα, vα), (cm)) et ((L
′
α, s
′
α), (c
′
m)) est une famille d'iso-
morphismes Lα
∼
→ L′α envoyant sα sur s
′
α et cm sur c
′
m.
Cox démontre alors le théorème suivant ([Cox95a, Theorem 1.1℄).
Théorème 5.2. Le fonteur qui à un k-shéma S assoie l'ensemble des lasses d'isomorphisme de
Σ-olletions sur S est représenté par la variété torique XΣ.
Très grossièrement, l'idée de la démonstration est la suivante : à la Σ-olletion ((Lα, vα), (cm)) on
fait orrespondre le morphisme qui à s ∈ S assoie le  point de oordonnées homogènes (vα(s)) . La
ondition i et la suite exate (5.1) montrent que le Σ(1)-uple (vα(s)) est bien déni modulo l'ation
de TPic(XΣ). La ondition ii assure que (vα(s)) est dans TΣ. On obtient ainsi un morphisme S → XΣ.
Réiproquement, à un morphisme π : S → XΣ, on assoie la Σ-olletion (π
∗
O(Dα), π
∗vα, π
∗cm) où
vα est la setion anonique de O(Dα) et les trivialisations cm sont données par la suite exate (5.1).
Notation 5.3. On note N
Σ(1)
(∗) le sous-monoïde de N
Σ(1)
onstitué des éléments d vériant
∀m ∈ X
∗
(U) ,
∑
α∈Σ(1)
〈m, ρα〉 dα = 0. (5.3)
En d'autres termes, si on identie Pic(XΣ)
∨
à un sous-groupe de ZΣ(1) via le dual de la suite exate
(5.1), N
Σ(1)
(∗) est l'intersetion de N
Σ(1)
et de Pic(XΣ)
∨
.
Notation 5.4. Pour d ∈ ZΣ(1), on note HomU,dk (P
1,XΣ) le fonteur qui à un k-shéma S assoie
l'ensemble des éléments ϕ de Homk(P
1
S ,XΣ) tels que, pour tout s ∈ S, ϕs ∈ U(κs(t)) (i.e. l'image
de ϕs renontre U) et pour tout α ∈ Σ(1), deg (ϕ
∗
s(Dα)) = dα.
Si L est une extension de k, on a une suite exate
U(L(t)) −→ Hom(X
∗
(U) ,Div(P1L))
deg
−→ Hom(X
∗
(U) ,Z)→ 0.
Si ϕ est un élément de U(L(t)), son image dans Hom(X
∗
(U) ,Div(P1L)) est
m 7−→
∑
α∈Σ(1)
〈m, ρα〉 ϕ
∗(Dα).
La suite exate i-desus montre alors que (deg(ϕ∗(Dα)) est un élément de N
Σ(1)
(∗) . Ainsi si d n'ap-
partient pas à N
Σ(1)
(∗)
, le fonteur Hom
U,d
k (P
1,XΣ) est vide .
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Le but de e qui suit utiliser le théorème 5.2 est d'expliiter une variété représentantHom
U,d
k (P
1,XΣ)
lorsque d appartient à N
Σ(1)
(∗) .
Si S est un k-shéma, on note p1,S et p2,S les projetions de P
1
S vers P
1
k et S respetivement. On
a alors un isomorphisme
p∗1,S + p
∗
2,S : Z⊕ Pic(S)
∼
→ Pic(P1S).
Définition 5.5. Soit S un k-shéma et d ∈ N
Σ(1)
(∗) . Une (P
1,Σ,d)-olletion non dégénérée sur S
est la donnée d'une Σ-olletion ((Mα, uα), (cm)) sur P
1
S telle que pour tout α, uα est non nulle et
telle que la projetion Pic(P1S) → Z envoie la lasse de Mα sur dα. Un isomorphisme entre deux
(P1,Σ,d)-olletions non dégénérées sur S est un isomorphisme entre es deux objets en tant que
Σ-olletions sur P1S .
Le fonteur qui à S assoie l'ensemble des lasses d'isomorphisme de (P1,Σ,d)-olletions non
dégénérées sur S s'identie à un sous-fonteur de Homdk(P
1,XΣ). Un examen des arguments de la
démonstration du théorème 5.2 permet de montrer le lemme suivant (le point important est que
l'image réiproque de U dans TΣ est l'ouvert
∏
xα 6= 0).
Lemme 5.6. À toute (P1,Σ,d)-olletion non dégénérée sur un k-shéma S on peut assoier de
manière fontorielle en S un k-morphisme de P1S vers XΣ.
Cei induit un isomorphisme entre le fonteur qui à un k-shéma S assoie l'ensemble des lasses
d'isomorphisme (P1,Σ,d)-olletions non dégénérées sur S et le fonteur HomU,dk (P
1,XΣ).
Définition 5.7. Soit S un k-shéma et d un élément de N
Σ(1)
(∗) . Une (Σ,d)-olletion du seond
type sur S est la donnée pour tout α ∈ Σ(1) d'un bré en droites Lα sur S et d'un (dα + 1)-uple
(sα,i)i=0,...,dα de setions globales de Lα qui engendrent Lα.
Un isomorphisme entre deux (Σ,d)-olletions du seond type (Lα, (sα,i)) et
(
L
′
α, (s
′
α,i)
)
est une
famille d'isomorphismes Lα
∼
→ L′α envoyant sα,i sur s
′
α,i.
Définition 5.8. Soit (Lα, (sα,i)) une (Σ,d)-olletion du seond type sur S . Soit s ∈ S. Pour
tout α ∈ Σ(1), xons un isomorphisme H0(κs, s
∗
Lα)
∼
→ κs. On identie alors l'image de (sα,i) dans
H0(κs, s
∗
Lα)
dα+1
à un polynme Pα,s homogène en deux variables de degré dα.
La (Σ,d)-olletion (Lα, (sα,i)) est dite non dégénérée si elle vérie la ondition suivante : pour
tout s ∈ S, les polynmes (∏
α/∈σ
Pα,s
)
σ∈Σ
n'ont pas de zéro ommun non trivial dans une lture algébrique de κs.
Un isomorphisme entre deux (Σ,d)-olletions du seond type non dégénérées est un isomor-
phisme entre es deux objets en tant que (Σ,d)-olletions du seond type.
Définition 5.9. Soit M un sous-module de ZΣ(1) tel que le quotient de ZΣ(1) par M soit sans
torsion. Une (Σ,d)-olletion du seond type M -trivialisée sur un k-shéma S est un ouple
((Lα, (sα,i)), (cm)m∈M )
où (Lα, (sα,i)) est une (Σ,d)-olletion du seond type sur S et (cm)m∈M est une famille d'isomor-
phismes
cm : ⊗
α
L
mα
α
∼
−→ OS ,
telle que, pour tout m et m′ dans M , on a cm ⊗ cm′ = cm+m′ .
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Un isomorphisme entre deux (Σ,d)-olletions du seond type M -trivialisées ((Lα, (sα,i), (cm))
et
(
(L′α, (s
′
α,i)), (c
′
m)
)
est une famille d'isomorphismes Lα
∼
→ L′α envoyant sα,i sur s
′
α,i et cm sur c
′
m.
Soit d ∈ N
Σ(1)
(∗) . L'ation diagonale du tore G
Σ(1)
m sur
∏
α
(
A dα+1k \ {0}
)
induit un G
Σ(1)
m -torseur∏
α∈Σ(1)
(
A dα+1k \ {0}
)
−→
∏
α∈Σ(1)
¶dαk .
On a déni au début de la setion 3 un ouvert
(
P1
)BΣ
d
de
∏
¶dαk (f. la sous-setion 3.5 pour la
dénition de l'ensemble BΣ assoié à l'éventail Σ). On note
˜
(P1)BΣd l'image réiproque de
(
P1
)BΣ
d
dans
∏
α∈Σ(1)
(
A dα+1k \ {0}
)
.
Lemme 5.10. Soit (Pα) une famille de polynmes homogènes en deux variables à oeients dans
un orps L. Les onditions suivantes sont équivalentes :
i) pour tout nα ∈ BΣ, les polynmes (Pα)α, nα=1 n'ont pas de zéro ommun non trivial dans une
lture algébrique de L.
ii) les polynmes
(∏
α/∈σ Pα
)
σ∈Σ
n'ont pas de zéro ommun non trivial dans une lture algébrique
de L.
Démonstration. Supposons qu'il existe (nα) ∈ BΣ et un zéro ommun aux polynmes (Pα)α, nα=1.
Par dénition de BΣ, pour tout ne σ un tel zéro est alors un zéro de
∏
α/∈σ Pα. Réiproquement,
si les polynmes
(∏
α/∈σ Pα
)
σ∈Σ
ont un zéro ommun z, on dénit nα ∈ {0, 1}
Σ(1)
par nα = 1 si
et seulement si z est un zéro de Pα. Alors (nα) ∈ BΣ et z est un zéro ommun aux polynmes
(Pα)α, nα=1.
Il est bien onnu que le fonteur qui à un k-shéma S assoie l'ensemble des lasses d'isomor-
phisme de (Σ,d)-olletions du seond type sur S est représenté par
∏
¶dαk . De la dénition de(
P1
)BΣ
d
et du lemme préédent on déduit le orollaire suivant.
Corollaire 5.11. L'ouvert
(
P1
)BΣ
d
s'identie au sous-fonteur ouvert de Hom(S,
∏
Pdα) qui à un
k-shéma S assoie l'ensemble des lasses d'isomorphisme de (Σ,d)-olletions du seond type sur
S non dégénérées.
Lemme 5.12. Soit M un sous-module de ZΣ(1) tel que le quotient de ZΣ(1) par M , noté P , soit
sans torsion. Soit TP le sous-tore de G
Σ(1)
m assoié à P , TM le tore quotient de G
Σ(1)
m assoié à M et
π : G
Σ(1)
m → TM le morphisme quotient.
Le fonteur qui a un k-shéma S assoie l'ensemble des lasses d'isomorphisme (Σ,d)-olletions
du seond type sur S M -trivialisées (respetivement M -trivialisées non-dégénérées) est représenté
par
∏
α∈Σ(1)
(
A dα+1k \ {0}
)
/TP (respetivement par
˜
(P1)BΣd /TP ).
Remarque 5.13. Le résultat est lassique si M = ZΣ(1).
Démonstration. Si L est un bré en droites sur une variété X, on note L˜ le Gm-torseur au dessus
de X obtenu en retirant la setion nulle à l'espae total du bré. On identie Ad+1k \ {0} → ¶
d
k
au Gm-torseur O˜¶dk
(1). On note XP la variété
∏
α∈Σ(1)
(
A dα+1k \ {0}
)
/TP et πM le TM -torseur
XP →
∏
α∈Σ(1)P
dα
k .
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On dénit sur XP une (Σ,d)-olletion du seond type M -triviale universelle. On pose Lα =
π∗MO¶dαk
(1). Pour i = 0, . . . , dα, on pose sα,i = π
∗
Mvα,i, où vα,i est la base anonique deH
0(Pdαk ,O¶dαk
(1)).
Il reste à dénir les trivialisations cm. Soit m : TM → Gm un élément de M . Le produit ontraté
Tm = XP ×
TM ,m Gm est un Gm-torseur au-dessus de
∏
¶dαk , anoniquement isomorphe au produit
ontraté  ∏
α∈Σ(1)
A dα+1k \ {0}
 ×GΣ(1)m ,m◦π Gm.
Ainsi Tm s'identie anoniquement au Gm-torseur ˜⊗O¶dαk
(mα). Don le tiré en arrière de Tm sur XP
s'identie anoniquement à ⊗˜Lmαα . Mais par ailleurs e tiré en arrière est anoniquement isomorphe
au Gm-torseur trivial, d'où la trivialisation cm. Par onstrution on a cm ⊗ cm′ = cm+m′ .
Soit S un k-shéma. À tout morphisme S → XP on assoie la (Σ,d)-olletion du seond typeM -
trivialisée obtenue en tirant en arrière la (Σ,d)-olletion du seond typeM -trivialisée universelle. Le
fait que ei dénisse une bijetion entre l'ensemble des points de XP à valeurs dans S et l'ensemble
des lasses d'isomorphisme (Σ,d)-olletions du seond type M -trivialisées sur S se démontre alors
de la même façon que Cox démontre le théorème prinipal de [Cox95a℄. Alternativement, on peut
exploiter la struture de variété torique sur XP pour appliquer diretement le résultat de Cox.
Comme la bijetion dérite i-dessus induit une bijetion entre les points de
˜
(P1)BΣd /TP à valeurs
dans S et l'ensemble des lasses d'isomorphisme de (Σ,d)-olletions du seond type M -trivialisées
non dégénérées sur S, on obtient le résultat pour
˜
(P1)BΣd /TP .
Proposition 5.14. Soit d ∈ N
Σ(1)
(∗) . La variété
˜
(P1)BΣd /TPic(XΣ) représente le fonteur qui à un k-
shéma S assoie l'ensemble des lasses d'isomorphisme de (Σ,d)-olletions du seond type X
∗
(U)-
trivialisées non dégénérées. Cette variété représente également le fonteur Hom
U,d
k (P
1,XΣ).
Démonstration. Compte tenu de la suite exate (5.1), la première assertion de la proposition déoule
du lemme 5.12 appliqué à M = X
∗
(U).
Pour montrer la deuxième assertion, il sut de onstruire une bijetion fontorielle en S entre
les lasses d'isomorphisme de (Σ,d)-olletions du seond type X
∗
(U)-trivialisées non-dégénérées
sur S et les lasses d'isomorphismes de (P1,Σ,d)-olletions non dégénérées sur S.
Soit ((Lα, (sα,i)), (cm)) une (Σ,d)-olletion du seond type sur S supposée X
∗
(U)-trivialisée et
non-dégénérée. On lui assoie la (P1,Σ,d)-olletions non dégénérée ((Mα, uα), (c
′
m)) suivante : on
pose Mα = p
∗
1,SOP1k
d⊗ p∗2,SLα. On peut identier H
0(P1S ,Mα) à
H0(P1,OP1(dα))⊗H
0(S,Lα)
∼
→ H0(S,Lα)
dα+1.
On pose alors uα
déf
= (sα,0, . . . , sα,dα). Soit m ∈ X
∗
(U). Comme d ∈ N
Σ(1)
(∗) , on a un isomorphisme
c′′m : ⊗OP1k
(dα)
〈m,ρα〉 ∼→ OP1k
.
On pose c′m = p
∗
1,Sc
′′
m ⊗ p
∗
2,Scm.
Réiproquement, soit ((Mα, uα), c
′
m) une lasse d'isomorphisme de (P
1,Σ,d)-olletions non dé-
générées sur S. On peut supposer qu'on a
Mα = p
∗
1,SOP1k
(dα)⊗ p
∗
2,SLα.
On assoie à la lasse d'isomorphisme i-dessus la (Σ,d) olletion X
∗
(U)-trivialisée
(
(Lα, uα), (p
∗
2,Sc
′
m)
)
.
On vérie aisément que ei fournit la bijetion herhée.
30
Produit eulérien motivique
Notation 5.15. Si d ∈ N, on note nΣ(d) le ardinal de l'ensembled ∈ NΣ(1)(∗) , ∑
α∈Σ(1)
dα = d
 .
Pour tout d > 0, on note Wd le k-shéma∐
d∈N
Σ(1)
(∗)
,P
α∈Σ(1)
dα=d
˜
(P1)BΣd /TPic(XΣ).
Wd est don une union disjointe de nΣ(d) variétés dénies sur k, haune de es variétés étant
géométriquement irrédutible de dimension d− rg(Pic(XΣ).
Rappelons que Hom
U,L0,d
k (P
1,XΣ) désigne le fonteur qui à un k-shéma S assoie{
ϕ ∈ Homk(P
1
S ,XΣ), ∀s ∈ S, deg (ϕ
∗
s(L0)) = d ∧ ϕs ∈ U(κs(t))
}
,
et que, d'après le lemme 4.1, e fonteur est représentable par un shéma quasi-projetif noté U0,d.
Lemme 5.16. Pour tout d > 0, Wd est isomorphe à UL0,d.
On a l'égalité
[U0,d] = (L− 1)
dim(XΣ)
∑
d∈N
Σ(1)
(∗)
,P
α∈Σ(1)
dα=d
[(
P1
)BΣ
d
]
.
Démonstration. La première assertion déoule de la proposition 5.14 et du fait que
∑
αDα est un
diviseur antianonique sur XΣ.
L'appliation
˜
(P1)BΣd /TPic(XΣ) →
˜
(P1)BΣd /G
Σ(1)
m =
(
P1
)BΣ
d
est un torseur sous G
Σ(1)
m /TPic(XΣ) = U , loalement trivial pour la topologie de Zariski ar U est
déployé. Ainsi on a [
˜
(P1)BΣd /TPic(XΣ)
]
=
[(
P1
)BΣ
d
]
[U ].
On en déduit le résultat.
Corollaire 5.17. Soit V une variété torique projetive lisse et déployée dénie sur un orps k,
d'orbite ouverte U . Pour tout entier d > 1, soit U0,d la variété quasi-projetive paramétrant les
k-morphisme P1k → V dont l'image renontre U et de degré antianonique d. Soit ρ(U0,d) le nombre
de omposantes géométriquement irrédutibles de dimension maximale de U0,d. On a alors
lim
d→∞
dim(U0,d)
d
= 1
et
lim
d→∞
log(ρ(U0,d))
log(d)
= rg(Pic(V )).
En d'autres termes, dans le as d'une ourbe rationnelle, la réponse à la question 4.8 est positive
pour les variétés toriques projetives, lisses et déployées en prenant pour ouvert l'orbite ouverte.
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Démonstration. Cei déoule du lemme 5.16 et de la théorie du polynme d'Ehrahrt qui permet de
montrer qu'on a
lim
d→∞
log(nΣ(d))
log(d)
= |Σ(1)| − r = rg(Pic(XΣ)).
On déduit également immédiatement du lemme 5.16 qu'on a l'expression
ZmotP1,U,h0(T ) = (L− 1)
dim(XΣ)
∑
d∈N
Σ(1)
(∗)
[(
P1
)BΣ
d
]
T
P
α
dα
. (5.4)
La desription de XΣ omme quotient géométrique permet par ailleurs de montrer la formule sui-
vante, qui est une version motivique d'une formule donnant le nombre de points d'une variété torique
sur un orps ni. On renvoie à la sous-setion 3.5 pour la dénition de BΣ et au début de la setion
3 pour la dénition de µ0BΣ .
Proposition 5.18. Soit k un orps de aratéristique zéro, Σ un éventail projetif et lisse et XΣ la
k-variété torique assoiée. On a l'égalité∑
(nα)∈{0,1}Σ(1)
µ0BΣ((nα))L
−n
P
nα =
(
1− L−n
)rg(Pic(XΣ)) Φχn(XΣ)
L−n dim(XΣ)
.
Démonstration. On sait que TΣ est un torseur sous le tore déployé TPic(XΣ)
∼
→ G
rg(Pic(XΣ))
m au-dessus
de XΣ. D'après la proposition 2.12, on en déduit la relation
Φχn(TΣ) = Φ
χ
n(XΣ)Φ
χ
n(Gm)
rg(Pic(XΣ)).
D'après le orollaire 2.21, on a Φχn(Gm) = L
n − 1. Calulons Φχn(TΣ). Pour (nα) ∈ {0, 1}
Σ(1)
notons
A(nα)
déf
= ∩
nα=1
{Xα = 0}. On a ainsi
Φχn
(
A(nα)
)
= Φχn
(
A
P
nα
)
= Ln
P
nα ,
la dernière égalité provenant du orollaire 2.21. On a alors
TΣ = A
Σ(1) \
⋃
(nα)∈BΣ
A(nα) = A
Σ(1) \
⋃
(nα)∈BminΣ
A(nα).
D'après la proposition 2.11, on a
Φχn
 ⋃
(nα)∈BΣ
A(nα)
 = ∑
∅ 6=J ⊂BminΣ
(−1) 1+|J |Φχn
(⋂
α∈J
A(nα)
)
.
Compte tenu du fait que pour (nα) ∈ BΣ on a
A(nα) =
⋂
(n′α)∈B
min
Σ , (n
′
α)6(nα)
A(n′α),
et rappelant que
ℓBΣ((nα)) =
∣∣{(n′α) ∈ BminΣ , (n′α) 6 (nα)}∣∣ ,
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ei se réérit
Φχn
 ⋃
(nα)∈BΣ
A(nα)
 = ∑
(nα)∈BΣ
(−1) 1+ℓBΣ ((nα))Φχn
(
A(nα)
)
= −
∑
(nα)∈{0,1}Σ(1)
µ0BΣ((nα))L
n
P
nα .
On a don bien la formule annonée.
5.3 Le as des surfaes de Hirzebruh
Nous traitons e as partiulier séparément, ar d'une part on peut travailler ii dans l'anneau
Mk, d'autre part on obtient le fait remarquable que la série Z
mot
h (T ) est une fontion rationnelle en
T . Plus préisément, nous démontrons le point i du théorème 1.1, dont nous rappelons l'énoné.
Théorème 5.19. Soit k un orps. Soit m > 0 un entier. Soit Σ l'éventail de Z2⊗R dont les rayons
sont engendrés par ρ1 = (1, 0), ρ2 = (−1,m), ρ3 = (0, 1), ρ4 = −ρ3. La k-variété torique déployée
XΣ assoiée est la m-ème surfae de Hirzebruh Hm. On note U son orbite ouverte.
Alors l'élément de Mk[[T ]]
(1 + LT ) (1 + LT + L2 T 2 + · · · + Lm+1 T m+1) (1 − LT )2 ZmotP1,U,h0(T ) (5.5)
est un polynme dont la valeur en L−1 est L 2 (1− L−2)2.
Remarque 5.20. On a rg(Pic(Hm)) = 2 et α
∗(Hm) =
1
m+1 . Par ailleurs on a
L 2 (1− L−2)2 = L 2
(
1
1− L−1
)2 [
(1− L−2)(1− L−1)
]2
= L 2
(
1
1− L−1
)2 ( 1
Zmot
P1
(L−2)
)2
= L dim(XΣ)
([
(1− LT )ZmotP1 (T )
]
(L−1)
) rg(Pic(XΣ)) × ∑
d
µBΣ,mot
P1
(d)L
−
P
α
dα
,
la dernière égalité provenant de l'expression de µBΣ,mot
P1
obtenue au paragraphe 3.5. Nous obtenons
don bien une version motivique du résultat prinipal de [Bou02℄ dans le as où la ourbe est supposée
rationnelle. Ce dernier résultat se déduit d'ailleurs du théorème 5.19 en spéialisant via le morphisme
#k, grâe à la rationnalité de la fontion zêta des hauteurs motivique.
Démonstration. On a d'après le lemme 5.16, la formule (3.13) et la desription de Σ
ZmotP1,U,h0(T ) = (L− 1)
2
∑
(di)∈N4
d1=d2
d3+md2=d4
[
U(di)
]
T d1+d2+d3+d4
= (L− 1)2
∑
(di)∈N
4, (ei)∈N
4
d1+e1=d2+e2
d3+md2+e3+me2=d4+e4
µBΣ,mot
P1
(e1, e2, e3, e4)
[
P d1
] [
P d2
] [
P d3
] [
P d4
]
.
×T d1+d2+d3+d4+e1+e2+e3+e4
En utilisant l'expression de µBΣ,motX obtenue à la setion 3.5, la relation (3.15) et la relation
(L− 1)
[
Pd
]
= L d+1 − 1,
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on obtient la relation (f. [Bou03b, setion 4.3.2℄ pour les détails du alul)
ZmotP1,U,h0(T ) = (L− 1)
(
L
(1− T 2) (1 + Lm+1 T m+2)
(1− L2 T 2) (1− L 2+m T 2+m)
−
1 + LT 2+m
1− L 2+m T 2+m
)
d'où le résultat annoné.
5.4 Le as général
Soit k un orps de aratéristique zéro et Σ un éventail projetif et lisse. On onserve les notations
des sous-setions 5.1 et 5.2. Le but de ette partie est de démontrer le point ii du théorème 1.1.
Pour ela, on va reprendre au niveau de l'anneau de motifs virtuels Mχk la stratégie employée dans
[Bou03a℄. Soulignons que tous les aluls qui suivent sont valables sur l'anneau Mk pour un orps
k quelonque (en fait si k est ni leur spéialisation via #k  redonne  les aluls eetués dans
[Bou03a℄), mais pas a priori les résultats de onvergene pour lesquels on aurait besoin d'une réponse
positive à la question 3.6.
Notation 5.21. Pour alléger l'ériture, pour toute k-variété V , le motif virtuel assoiée à V sera noté
[V ] en lieu et plae de χ([V ]). Par ailleurs, on notera µχΣ la fontion µ
BΣ,χ
P1
.
D'après les formules (5.4) et (3.8), on a
ZmotP1,U,h0(T ) = (L− 1)
dim(XΣ)
∑
d∈N
Σ(1)
(∗)
[(
P1
)BΣ
d
]
T
P
α
dα
= (L− 1)dim(XΣ)
∑
d,e∈NΣ(1)
(d+e)∈N
Σ(1)
(∗)
µχΣ(e)
∏
α∈Σ(1)
[
Pdα
]
T
P
α
(dα+eα)
= (L− 1)dim(XΣ)
∑
e∈NΣ(1)
µχΣ(e)
∑
d∈N
Σ(1)
(∗)
d>e
∏
α∈Σ(1)
[
Pdα−eα
]
T
P
α
dα
.
Rappelons que l'injetion naturelle NΣ(1) −→ (⊕ZDα)
∨
et le dual de la suite exate (5.1) permettent
d'identier N
Σ(1)
(∗) au sous-ensemble de Pic(XΣ)
∨
onstitué des éléments y vériant 〈y , Dα〉 > 0 pour
tout α ∈ Σ(1). Ainsi, pour e ∈ NΣ(1), on a∑
d∈N
Σ(1)
(∗)
d>e
∏
α∈Σ(1)
[
Pdα−eα
]
T
P
α
dα
=
∑
y∈Pic(XΣ)
∨
〈y ,Dα〉>deg(Eα)
∏
α∈Σ(1)
(
L1+〈y ,Dα〉−eα − 1
L− 1
)
T
fi
y ,
P
α
Dα
fl
.
On a don
Zχ
P1,U,h0
(T )
(L− 1)rg(X
∗
(U))−|Σ(1)|
=
∑
e∈NΣ(1)
µχΣ(e)
( ∑
y∈Pic(XΣ)
∨
〈y ,Dα〉>eα
∏
α∈Σ(1)
(
L1+〈y ,Dα〉−eα − 1
)
T
fi
y ,
P
α
Dα
fl)
=
∑
e∈NΣ(1)
µχΣ(e)
( ∑
y∈C
e
(XΣ)
∨∩Pic(XΣ)
∨
〈y ,Dα〉>eα
∏
α∈Σ(1)
(
L1+〈y ,Dα〉−eα − 1
)
T 〈y ,L0〉
)
.
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On déompose à présent Zχ
P1,U,h0
(T ) en une somme de plusieurs termes, dont on estimera ensuite le
omportement séparément. On érit
Zχ
P1,U,h0
(T ) = (L− 1)− rg(Pic(XΣ))
∑
A⊂Σ(1)
(−1) |A|ZA(T )
ave, pour A ⊂ Σ(1),
ZA(T ) =
∑
e∈NΣ(1)
µχΣ(e)ZA,e(T ),
ZA,e(T ) désignant la série∑
y∈C
e
(XΣ)
∨∩Pic(XΣ)
∨
∀α∈Σ(1), 〈y ,Dα〉>eα
L
P
α/∈A
1+〈y ,Dα〉−eα
T 〈y ,L0〉 =
∑
y∈C
e
(XΣ)
∨∩Pic(XΣ)
∨
∀α∈Σ(1), 〈y ,Dα〉>eα
L
P
α/∈A
1+〈y ,Dα〉−eα
T 〈y ,L0〉.
Notation 5.22. On érit C
e
(XΣ)
∨
omme le support d'un éventail régulier ∆. Pour i ∈ ∆(1) on
note mi le générateur du rayon i. Pour toute partie I de ∆(1) on note C(I)
déf
=
∑
i∈I N>0mi (ave la
onvention C(∅) = {0}), de sorte que C(δ(1)) est l'ensemble des points du réseau Pic(XΣ)
∨
ontenu
dans l'intérieur relatif du ne δ.
Remarque 5.23. On a alors
ZC
e
(V ),L0(T ) =
∑
δ∈∆
∏
i∈δ(1)
(
1
1− T 〈mi ,L0〉
− 1
)
d'où
α∗(XΣ) =
∑
δ∈∆
dim(δ)=rg(Pic(V ))
∏
i∈δ(1)
1
〈mi , L0〉
.
Soit A ⊂ Σ(1). On érit
ZA(T ) =
∑
δ∈∆
ZA,δ(T )
ave
ZA,δ(T ) =
∑
e∈NΣ(1)
µχΣ(e)ZA,δ,e(T ),
ZA,δ,e(T ) désignant la série ∑
y∈C(δ(1))
∀α∈Σ(1), 〈y ,Dα〉>eα
L
P
α/∈A
1+〈y ,Dα〉−eα
T 〈y ,L0〉.
De la même façon que le théorème 1 (p.178) de [Bou03a℄ se déduisait des propositions 1-(3) (p.181),
3 (p.190) et 4 (p.195) de (op.it.), le point ii du théorème 1.1 se déduit alors de la proposition 5.18 et
des propositions 5.25 et 5.27 énonées et démontrées i-dessous. Les démonstrations, très similaires
à elles des propositions analogues de [Bou03a℄, sont en outre simpliées par le fait qu'on étudie des
onvergenes pour une norme non-arhimédienne.
5.4.1 Le as A = ∅.
Notation 5.24. Soient e ∈NΣ(1), δ un ne de ∆ et J une partie de Σ(1). On pose
C(δ(1))J, e
déf
= {y ∈ C(δ(1)), ∀α ∈ J, 〈y , Dα〉 6 eα} .
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Soit δ un ne de ∆. Nous érivons
Z∅,δ(T ) =
∑
J⊂Σ(1)
(−1)|J |Z∅,δ,J(T )
ave
Z∅,δ,J(T ) =
∑
e∈NΣ(1)
µχΣ(e)Z∅,δ,J,e(T ), (5.6)
Z∅,δ,J,e(T ) désignant la série∑
y∈C(δ(1))
∀α∈J, 〈y ,Dα〉 <eα
L
P
α∈Σ(1)
1+〈y ,Dα〉−eα
T 〈y ,L0〉 =
∑
C(δ(1))J, e
L
P
α∈Σ(1)
1+〈y ,Dα〉−eα
T 〈y ,L0〉.
Proposition 5.25. Soit δ un ne de ∆. La série
(1− LT )dim(δ) Z∅,δ,J(T )
onverge dans M̂χk,Q en T = L
−1
. Si J 6= ∅ et dim(δ) = rg(Pic(XΣ)), sa valeur en L
−1
est nulle.
La série
(1− LT ) rg(Pic(XΣ))
∑
δ∈∆
dim(δ)=rg(Pic(XΣ))
Z∅,δ,∅(T )
onverge dans M̂χk,Q en T = L
−1
vers
α∗(XΣ) L
|Σ(1)|
∑
e∈NΣ(1)
µχΣ(e)L
−
P
eα .
Cette proposition déoule de (5.6), du orollaire 3.4 et du lemme 5.26 i-dessous.
Lemme 5.26. Soient e un élément de NΣ(1), δ un ne de ∆ et J une partie de Σ(1). Il existe alors
un sous-ensemble I ′ de δ(1) et un polynme PI′ à oeients dans Z[L] tels que :
i) pour tout entier κ > 1 on a
PI′
(
L−κ
)
∈ F
−|Σ(1)|+
P
α∈Σ(1)
eα
Mχk,lo ;
ii) on a la relation∑
y∈C(δ(1))J, e
L
P
α∈Σ(1)
1+〈y ,Dα〉−eα
T 〈y ,L0〉 =
(∏
i∈I′
[(
1− (LT )−〈mi , ω〉
)−1
− 1
])
× PI′(T ).
(5.7)
Supposons en outre δ de dimension maximale. Alors si J est non vide, I ′ est un sous-ensemble strit
de δ(1). Si J est vide, on a I ′ = δ(1) et Pδ(1) est onstant égal à L
|Σ(1)|−
P
α∈Σ(1) eα .
Démonstration. On a C(δ(1))∅, e = C(δ(1)). Don si J est vide le membre de gauhe (5.7) s'évalue
immédiatement et vaut
L
|Σ(1)|−
P
α∈Σ(1)
eα
 ∏
i∈δ(1)
[(
1− (LT )−〈mi , ω〉
)−1
− 1
] .
Si J n'est pas vide, posons
IJ,1 = { i ∈ δ(1), ∀α ∈ J, 〈mi , Dα〉 = 0}
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et IJ,2 = δ(1) \ IJ,1. En partiulier on a C(IJ,1)J,e = C(IJ,1). Si on note
P (T ) =
∑
y2∈C(IJ,2)J, e
L
P
α
1+〈y2 ,Dα〉−eα
T 〈y2 ,L0〉,
le membre de gauhe de (5.7) est égal au produit
P (T ) ×
∑
y1∈C(IJ,1)
L
*
y1 ,
P
α/∈J
Dα
+
T 〈y1 ,L0〉. (5.8)
Si y1 ∈ C(IJ,1), on a
〈
y1 ,
∑
α/∈J
Dα
〉
= 〈y1 , L0〉 . Don le deuxième fateur de (5.8) est égal à
∏
i∈IJ,1
[(
1− (LT )−〈mi , ω〉
)−1
− 1
]
.
Passons au fateur P (T ). De la même manière que dans la preuve du lemme 3 de [Bou03a℄, on voit
failement que C(IJ,2)J,e est ni. Ainsi P est un polynme à oeients dans Z[L], et pour tout
entier κ on a
P
(
L−κ
)
= L
|Σ(1)|−
P
α
eα ∑
y2∈C(IJ,2)J, e
L (1−κ) 〈y2 ,L0〉.
Pour tout y2 ∈ C(IJ,2)J,e on a 〈y2 , L0〉 > 0. Don si κ > 1 on a
P
(
L−κ
)
∈ F−|Σ(1)|+
P
eα Mχk,lo.
Enn, si δ est un ne de dimension maximale, les (mi)i∈δ(1) forment une Z-base de Pic(XΣ)
∨
.
Ainsi, si J n'est pas vide on ne peut avoir IJ,2 = ∅. Cei joint au alul pour J = ∅ montre les deux
dernières assertions du lemme.
Le as A 6= ∅. Soit δ un ne de ∆ et A une partie non vide de Σ(1). On érit
ZA,δ(T ) =
∑
J ⊂Σ(1)\A
(−1)|J |ZA,δ,J(T )
ave
ZA,δ,J(T ) =
∑
e∈NΣ(1)
µχΣ(e)ZA,δ,J,e(T ), (5.9)
l'expression ZA,δ,J,e(T ) désignant la série∑
y∈C(δ(1))
∀α∈A, 〈y ,Dα〉>eα
∀α∈J, 〈y ,Dα〉<eα
L
P
α/∈A
1+〈y ,Dα〉−eα
T 〈y ,L0〉.
Proposition 5.27. Soit δ un ne de ∆, A une partie non vide de Σ(1) et J une partie de Σ(1)\A.
La série
(1− LT )dim(δ) ZA,δ,J(T )
onverge dans M̂χk en T = L
−1
. En outre, si dim(δ) = rg(Pic(XΣ)), sa valeur en L
−1
est nulle.
Cette proposition déoule de (5.9), du orollaire 3.4 et du lemme 5.28 i-dessous.
Lemme 5.28. Soit δ un ne de ∆, A une partie non vide de Σ(1) et J une partie de Σ(1) \A. Soit
e ∈ NΣ(1). Il existe alors un sous-ensemble I ′ de δ(1), et un élément RI′ de Z[L][[T ]] tels que :
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i) pour tout entier κ > 1, RI′ (L
−κ) onverge dans M̂χk vers un élément de F
−|Σ(1)|+
P
α∈Σ(1)
eα
M̂χk ;
ii) on a la relation∑
y∈C(δ(1))
∀α∈A, 〈y ,Dα〉>eα
∀α∈J, 〈y ,Dα〉<eα
L
P
α/∈A
1+ 〈y ,Dα〉−eα
T 〈y ,L0〉 =
(∏
i∈I′
[(
1− (LT )−〈mi , ω〉
)−1
− 1
])
×RI′(T ).
(5.10)
En outre, si δ est un ne de dimension maximale, I ′ est un sous-ensemble strit de δ(1).
Démonstration. On pose
C(δ(1))AJ, e = {y ∈ C(δ(1))J, e, ∀α ∈ A, 〈y , Dα〉 > eα} .
Le membre de gauhe de (5.10) s'érit don∑
y∈C(δ(1))AJ, e
L
P
α/∈A
(1+〈y ,Dα〉−eα )
T 〈y ,L0〉. (5.11)
On pose
IA,J,1 = { i ∈ δ(1), ∀α ∈ A ∪ J, 〈mi , Dα〉 = 0}
et IA,J,2 = δ(1) \ IA,J,1. Ainsi tout élément de C(δ(1))
A
J, e s'érit de manière unique y1 + y2 ave
y1 ∈ C(IA,J,1) et
y2 ∈
∐
(hα)∈NA
hα>eα
{y ∈ C(IA,J,2)J,e, ∀α ∈ A, 〈y , Dα〉 = hα} .
Pour (hα) ∈ N
A
, on voit failement qu'il n'y a qu'un nombre ni d'éléments y2 de C(IA,J,2)J,e
vériant 〈y2 , Dα〉 = hα pour tout α ∈ A. Pour un tel y2, on a pour tout entier κ
L
P
α/∈A
(1+〈y2 ,Dα〉−eα )
L−κ 〈y2 ,L0〉 = L
|Σ(1)|−|A|−
P
α/∈A
ea−
P
α∈A
hα
L (1−κ) 〈y2 ,L0〉
= L
|Σ(1)|−|A|−
P
α∈Σ(1)
eα−
P
α∈A
(hα−eα)
L (1−κ) 〈y2 ,L0〉.
Notons par ailleurs que 〈y2 , L0〉 est positif. Si on pose
R(hα)(T ) =
∑
y2∈C(IA,J,2)J, e
∀α∈A, 〈y2 ,Dα〉=hα
L
P
α/∈A
(1+〈y2 ,Dα〉−eα )
T 〈y2 ,L0〉,
e qui préède montre qu'on a pour tout entier κ > 1
R(hα)(L
−κ) ∈ F
−|Σ(1)|+
P
α∈Σ(1)
eα+
P
α∈A
(hα−eα)
Mχk,lo. (5.12)
Par ailleurs la série (5.11) s'érit omme le produit
( ∑
(hα)∈NA
hα>eα
R(hα)(T )
)
×
( ∑
y1∈C(IA,J,1)
L
*
y1 ,
P
α/∈A∪J
Dα
+
T 〈y1 ,L0〉
)
38
Produit eulérien motivique
dont on note R(T ) le premier fateur. Le deuxième fateur est égal à∏
i∈IA,J,1
[(
1− (LT )−〈mi , ω〉
)−1
− 1
]
.
Pour tout entier κ > 1, (5.12) montre que R(L−κ) onverge dans M̂χk vers un élément de
F
−|Σ(1)|+
P
α∈Σ(1)
eα
M̂χk .
Notons enn que omme A est non vide, si I ′ = Iδ pour un ne δ maximal alors IA,J,2 ne peut être
vide. Cei montre la dernière assertion du lemme.
Comme déjà annoné, on déduit le point i du théorème 1.1 des propositions 5.18, 5.25 et 5.27.
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